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Limiti e funzioni continue

1. La nozione di limite

In questo capitolo entriamo in argomento, introducendonicetti di base dell’analisi matematica, e
cioé i concetti di limite e di continuita. E utile iniziare midando le definizioni che verranno fatte, in
modo che esse appaiano come qualcosa di naturale.

Ci siamo spesso imbattuti, discutendo I'andamento di unzifume, in &ermazioni del tipo “se
x diventa grande, tanto grande, grande quanto ci pare, dlpdadiventa arbitrariamente vicina a
[”, oppure "sex diventa vicino axg, tanto vicino quanto ci pare, allor(X) diventa arbitrariamente
grande”, “al variare di in un intervallo f (x) varia senza fare salti” e cosi via. Si tratta ovviamente
di affermazioni qualitative, in quanto in matematica (ma non!saloche in fisica...) “grande” e
“piccolo” non vogliono dire nulla come concetti assolutbls “pit grande di” e “piu piccolo di”
vogliono dire qualcosa.

E necessario dunque dare un senso matematicamente sobiferadazioni — del tutto qualitative
—del tipo di quelle fatte sopra.

1.1. Definizione matematica di limite

Consideriamo la successioge= 1/n, e chiediamoci “a cossi avvicina ¢ quandon cresce sempre di
pit?” Ora, & piuttosto evidente che man marzresce senza limite alcuno, i valoriglidiminuiranno
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Prof. Roberto Zanashftp://proooof.blogspot.com/) per molti utili suggerimenti volti a migliorare la qualith
questo testo.
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sempre di pit. Fino a quanto? é abbastanza evidente,dafieentera arbitrariamente vicino a 0 man
mano chen cresce, ma questo modo di esprimersi rientra ancora neldggio comune e non nel
linguaggio rigoroso della matematica.

Un modo pil preciso per dirlo € il seguenfgssiamo rendere,ovicino a 0 quanto vogliameur-
ché prendiamo suficientemente grande. Perché questo € un modo pil precisarleér gerché le
affermazioni di “vicinanza” e “grandezza”, altrimenti totamte relative, ora sono opportunamente
precisate da “quanto vogliamo” e ‘Sicientemente”. In altri termini, I'ermazione ched, si av-
vicina a 0 man mano che cresce” puo essere formulata in modo (quasi) rigoroso diwda cosa
seguente:

Posso averedistante d& meno di un numero positivoqualsiasi, purché
io prenda n piu grande di un certo N.

Owviamente IN che deve essere superatordafinchéc, sia distante da 0 meno didipendera da
£ stesso: pill piccolo ed’scelto, pil grande sar@ipicamenteN (potrebbe in casi particolari rimanere
costante). Nel caso specifico della successione da noid=yash, basta che sia maggiore di A
affinchéc, sia compreso tra 0 & per cui possiamo prendelé pari a qualsiasi numero maggiore di
1/e.

Cio si puo formulare in termini matematici come segue:

Per ognie positivo esiste un numero N tale che se N allora0 < ¢, < &.

E necessario ora liberarci dal’esempio concreto dellaifipa successione considerata, e dare
finalmente la definizione formale di limite, prima per unacssione e poi per una funzione.

DATA UNA SUCCESSIONE Ch, DIREMO CHE.

lim c, = |

n—.oo

SE:

Ye>0 AN matecHE n>N=|c, -l <e.

Si osservi che dir@ > N vuol dire dermare chen & pit grande dN, e dire chegc, — 1| < £ vuol
dire dfermare che, dista dal meno die (cioé ¢ “vicino” al!). Quindi secondo la definizione data,
Ch tende d se per possiamo rendetg vicino al quanto vogliamo, cioé distante meno di &in- 0
arbitrario, purché sia suficiente grande, cioé maggiore di bhche naturalmente dipende da

Si osservi inoltre chg_}i(r}rcn = | non vuol dire né che per qualcimec, = I, né il contrario, e cioé
chec, non & mai pari ad. Semplicemente il limite d¢, puo essere o no un valore assunto dalla
successione.
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A volte ci interessa dire che una successiop@ssume valori arbitrariamente grandi, e positivi,
o arbitrariamente grandi, e negativi, man mano cloeesce. A tale scopo introduciamo le seguenti
definizioni.

DATA UNA SUCCESSIONE Ch, DIREMO CHE.

N—oo

SE.

YM>0 dN TateciE n>N=c,> M.

DATA UNA SUCCESSIONE Ch, DIREMO CHE.

lim ¢, = -0

N—oo

SE.

YM>0 dN TateciE n>N=c,<-M.

Cosa ci dicono queste due definizioni? La prima ci dice chsipo® rendere, arbitrariamente
grande cioé maggiore di uM arbitrariamente scelto, purché si prendauficientemente grande,
cioé maggiore di ulN che dipende ovviamente dd. La seconda ci dice che possiamo rendgre
arbitrariamente grande in valore assoluto e negatigmé minore di un numero negativeM, M > 0
arbitrariamente scelto, purché di nuovo si prendafficientemente grande, cioé maggiore diNin
che dipende ovviamente d\A.

Osservazione 1.Lo studente rifletta sul fatti che nelle due definizioni ampeiate la condizione
M > 0 é irrilevante e potrebbe essere omessa. Continui a niliefieché non I'ha capito: se so gia
dimostrare che, ad ex; > 100 quanda > 1000, € evidente allora che sempre per 1000c, €
maggiore di qualsiasi numero negativo! Nel seguito a voléttenemo la condizion® > 0 perché

ci aiuta a focalizzare la dimostrazione del limite dato aelirezione giusta, ma aggiungerla non e
essenziale.

Affermare che il limite della successionge |, pertanto, vuol dire avere a disposizione un mec-
canismo, una specie di “scatola nera”, in cui “entra” laldm@nza” che imponiamo &, (quanto
ammettiamo che, possa essere al massimo distante dal valore del lijiesl “esce” la condizione
che dobbiamo imporre suaffinché la tolleranza desiderata sia ottenMatatis mutandise il limite

€ +o00.
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Si noti che non ha senso parlare di limite di una successiene ghe tende a qualcosa di diverso
daco: infatti n, essendo una variabitBscreta non pudavvicinarsiad uno specifico numero inteng:
0 & uguale ag, o dista dang al minimo 1.

In modo analogo possiamo definire il limite di ufumzione {X) quandox tende ad un humengy
0 a+oo. In tal caso, pero, abbiamo undiitiolta aggiuntiva. Quando consideriamo il limite peshe
tende ad un numero reag, allora devono essere chiari i seguenti punti. Innansitutbn c’é alcuna
ragione per la quale il numeng debba far parte del dominio della funzione: ad es. se vogliam
prendere il limite perx che tende a 0 della funziong' X, & evidente che si tratta di una richiesta
perfettamente legittima anche ge= 0 non fa parte del dominio della funzione (analogameste,
non & un numero e purtuttavia facciamo il limite per oo di una successione!). D’altra parte, &
chiaro che se chiedo di fare il limite pgr— 2 di una funzione come/1 — x2, che & definita solo per
-1 < x< 1, ci stiamo ponendo una domanda priva di senso: infatti madgim cui voglio calcolare il
limite, e cioé 2, non ci posso arrivaegbitrariamente vicino Pertanto richiederemo che, se vogliamo
definire i limite perx che tende ag di una funzionef(x), la funzionef sia definitaalmenoin un
intervallo | di cui xg fa parte, o di cui € uno degli estremi pur senza farne partegadsef non e
definita inXp); se invece vogliamo definire il limite per— +00 0 X — —o0, allora richiederemo che
la funzionef sia definitaalmenoper un intervallo illimitato della formal{], +0), 0 rispettivamente
(—o0, M). Pill avanti vedremo che c'€ un modo pil preciso e rigorospodie una condizione sul
dominio della funzione per poterne definire il limite per Xp 0 X — +oo.

Chiarito quanto precede, definiamo i limiti per— Xg di una funzione, in analogia con quanto
abbiamo fatto per i limiti di successioni.

Nelle seguenti definizioni, come abbiamo spiegato nel pafagprecedente, supponiamo che il
dominio della funzionef (X) contenga un insieme del tigq{Xo}, cioé un intervalld da cui abbiamo
tolto il punto xg, perché, come abbiamo visto, vogliamo poter calcolararilté di una funzione
anche quando il puntgy non fa parte del dominio, ma ci possiamo avvicinare ad esstraiamente
rimanendo nel dominio medesimo. Abbiamo allora le segukeithizioni.

DIREMO CHE:
lim f(x) = |
X—Xo
SE.

Ye>0 J6>0 TaEcHE O<|X—Xgl <o = |f(X) -l <e.

Leggiamo bene cosa abbiamo scritto. Abbiamo scritto dreognie > 0 possiamo averé(x)
distante dd meno dig, cioé che possiamo avefféx) vicino al quanto ci pare, purché prendiamo
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x distante daxg meno dig, cioé purché prendiama syficientemente vicin@ X3. A quale scopo
chiediamo|x — Xo| > 0? Lo chiediamo perchéobbiamoimporre che Ix qualsiasi sfficientemente
ViCINO a Xg non sia ¥, in quanto € possibile ché non sia nemmeno definita iy, € comunquel
valore del limite non ha a che fare necessariamente qualcosail valore della funzione qualora
questo esista, in generalRipetiamo: il fatto che la funzioné sia definita 0 meno ixg € totalmente
irrilevante allo scopo di definire il limite df: non solof pud essere o non essere definitainma
nel caso in cui sia definita iy il suo valore in tale punto & totalmente irrilevante allopgeali sapere
quant’e il suo limite (essendo il punig escluso dall'insieme dei valori diin cui calcoliamo laf!).
Analogamente abbiamo i limiti infiniti:

DIREMO CHE:
lim f(X) = +o0
X—Xo
SE.

YM>0 J6>0 TatEcHE O < |X— Xl <6 = f(X) > M.

DIREMO CHE:

lim f(X) = —oo
X—Xo

SE:

YM>0 J6>0 maecHE O0< [X— X <6 = f(X) < -M.

Ovviamente dobbiamo definire i limiti quando, come nellecassioni,x tende atco. Sempre in
analogia con quanto abbiamo fatto nelle successioni, atubalora le seguenti definizioni.

DIREMO CHE:

im f(x) =1

X—+00

SE.

Ye>0 dAL>0 matecae X>L=|f(X) -l <e.

DIREMO CHE:

lim f(x) = +oo

X—+00
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SE.
YM>0 dL>0 TatecHE X>L = f(x)> M.
DIREMO CHE:
lim f(x) = —oc0
X—+00
SE.
YM>0 dL>0 mTatecHE X>L = f(X) <-M.
DIREMO CHE:
lim f(x) =1
X——00
SE:
Ye>0 dL>0 mateciE X< -L=|f(X) -l <e.
DIREMO CHE:
lim f(x) = +o0
X —00
SE.
YM>0 dL>0 TatecHE X< -L = f(X)> M.
DIREMO CHE:
lim f(X) = —c
X —00
SE.

YM>0 dL>0 TateceE X< -L = f(X) <-M.

Quando abbiamo definito il limite per — Xg, abbiamo assunto chiesia definita sia a destra che
a sinistra dixg — ma non necessariamentexg# ripetiamolo ancora! —, e abbiamo richiesto dhsi
awvicini arbitrariamente Bpurchéx sia suficientemente vicino &, senza specificare da quale lato x
debba avvicinarsi a x Ovviamente potrebbe accadere che il limite sia diversoseavvicina adxg
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da un lato o dall’altro, o che il limite esista da un lato ma waii'altro. Per questa ragione conviene
introdurre il concetto diimite da destrae dilimite da sinistracome segue.

DIREMO CHE:

lim f(x) = |
X—)XS
SE.

YVe>0 d6>0 matEcHE O<X—-X<d=|f(X) -l <e.

DiREMO CHE:

lim f(X) = +c0
X—)XS
SE:

YM>0 36>0 tmatEcHE O0<X—Xy<d= f(X) > M.

DIREMO CHE:

lim f(X) = —o0
X—)XS
SE:

YM>0 d46>0 tmatecHE O<X—-Xy<d= f(X) <-M.

DIREMO CHE:

lim f(x) =1
X—>X6
SE:

Ye>0 d6>0 TALECHE —-0<X—-X<0=|f(X)-I|<e.

DIREMO CHE:

lim f(X) = +o0
X—>X6
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SE.
YM>0 36>0 TALECHE —0<X-X<0= f(X)> M.
DIREMO CHE.
lim f(X) = —c
X—)X6
SE.

YM>0 d6>0 TALECHE —-0<X-X<0= f(X) <-M.

La scritturax — Xj si legge % tende axp da destra”, mentre I'espressione— x; si legge X
tende axp da sinistra”. Si osservi che invece di scrivere<gx — Xp| < 6 possiamo anche scrivere
Xo— 60 < X< Xp+ 0, X# Xo; invece di scrivere & X — Xg < 6 possiamo scrivergy < X < Xg + 6, ed
invece di scrivere-6 < X — Xg < 0 possiamo scrivergy — § < X < Xg.

Infine, a volte ci puo far comodo caratterizzamme {x) — o0 anche una successiage-tende d: e
cioé dire se tendelger valori maggiori dl, cioé si avvicina adldall'alto, o per valori minori dI, cioé
si avvicina ad dal basso (si osservi che potrebbe non interessarci, obbarendercoscillandg.

In tal caso scriveremo che il limite @™ o rispettivamente ", e nella definizione sostituiremo la
condizione| f(X) — I| < € — ovvero per le successioft, — || < & — con, rispettivamente, le condizioni
l<f(X) <l+eel-e<f(X)<l(l<cy<l+eel-e<c,<|, naturalmente, per le successioni).

Se un limite di successione o di funzione esiste ed &€ un nureatel, si dice che &oNVERGENTE;
nel caso di successioni, si dice che la successione medésaoavergente. Se il limite ovvero la
successione non e convergente si dice chergkcente. Talora si riserva la parola “divergente” per
indicare il fatto che il limite &0, € in caso il limite non esista (nel senso che non & nemmemaa)fi
si dice che la successione (0 la funzionsjiLLa.

Osservazione 2.1 § (o lo L) che appare nella definizione di limite diperidggeneraledacs (o daM),
cioé ovwiamenteguanto devo prendere vicinoa xg se il limite & perx — Xp, quanto devo prendere
grandex se il limite € perx — +co, dipendein generaledas (0 daM, se il limite non € un valore
finito ma+o0). Pertanto potremmo talvolta far notare tale aspetto sedad,, oppurel,, e notazioni
analoghe per gli altri casi. i‘znportante anche notare che non &atto necessario che il valore di
¢ che dobbiamo determinare per stabilire un certo limite (§ de € un limite all'infinito) dipendan
modo ottimale d&, cioe che per & |x — Xo| < 6 valga|f(X) — I| < £ ma se|x — Xg| > & no; in altri
termini, la condizione G< |X — Xg| < § deve essere una condiziosgficienteper avergf(x) — || <
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£, Mma non deve essere necessariamente amebessaria se, in parole povere, ho dimostrato che
[f(X) — I] < £ quando O< |X — Xg| < 6, ho gia dimostrato il limite, ed il fatto chig(x) — I| < £ anche
quando, tanto per fare un esempios (X — Xg| < % e irrilevante. Questo fatto ritorna utile in pratica,
guando vogliamo calcolare qualche limite direttamentéadiéfinizione e dobbiamo fare delle stime
(maggiorazioni o minorazioni): queste non dovranno ess#hmali, potranno essere anche molto
grezze. Applicheremo questo principio molte volte nel gegu

Osservazione 3.Importante: Se dico che il limite pex — xo — ma negli altri casi la situazione
e assolutamente identica - ,esto dicendo, come abbiamo visto, che posso prendierevicino
ad | quando voglio purché io prendavicino a Xg quanto necessario. Abbiamo scritto la cosa in
modo formale dicendo chés > 0 36 > 0 tale che O< [X— x| < 6 = |[f(X) — || < ¢; a parole,
se prendiam # Xg distante axg meno dig, allora f(x) dista dal meno dig, ed un tales esiste
sempre, per ogné. Ne segue che se definissi il limite dicendo che adés.> 0 35 > 0 tale
che 0< |x— x| <6 = |f(X) -1 < 2¢, 0< 3¢, 0< g/2, 0 addirittura< &2 non cambierebbe
assolutamente nulla la definizione di limite sarebbe la stessa. Infatti, cagrsith I'arbitrarieta di
& > 0, se riesco a rendere una determinata quantita minore chignque sia > 0, & evidente che
riesco a renderla minore @j di £/2, di €2, etc. (é necessario essere ben convinti di questo fatto e
si prega di rifletterci sopra un attimo). Talora si usa I'esgione “utilizzare I'arbitrarieta @i’ per
indicare questa situazione.

Se ad es. scegliendo un ce#te= 6, riesco a renderg(X) — I| < 2¢ purché 0< |x — Xg| < &, allora basta
prendere < |X — Xo| < 6.2 per averef(x) —I| < 2(¢/2) = e.

Analogamente se per dimostrare ahgende ax ricaviamo che/M > 0 ¢, > 2M, oc, > M/2, 0
¢, > M?, & la stessa cosa, “per l'arbitrarietar.

Osservazione 41 mportante: Il fatto che una successione sia convergente, divergestdlamte,

ed in caso sia convergente il fatto che converga moh cambia se modifichiamo i prifN elementi
della successione, per quanto grandeNsidnfatti nella definizione di limite appare una propriet&ch
deve essere valida per> M, per qualcheM; quindi se modifico i primN elementi della successione,
la proprieta in questione (ad e, — || < ¢) continua a valere, par > maxN, M}. Ne segue che,
quando enunceremo dei teoremi sui limiti che dipendono @dcha proprieta della successione, &
in realta sdficiente che tale proprieta sia validase- N, per qualcheN, e non che sia realmente
valida perogni n Talora in questi casi si dice che la proprieta in questioalke NVEFINITIVAMENTE
(“definitivamente”= “a partire da un certo valore dell'indice in poi”).

2. Proprieta dei limiti

Dopo aver definito il limite, dimostriamo le principali pnogta ed i principali teoremi sui limiti.
Prima di calcolare anche i limiti pil elementari, infattowlemo avere a nostra disposizione degli
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strumenti che ci permettano di ricavare il limgenza dover passare attraverso la definizjotieé
senza dover trovare ad es. &ir 0 che dipende da un> 0 tale cheetc, altrimenti non riusciremo a
calcolare se non i limiti piti banali a caro prezzo.

2.1. Unicita del limite

Se una successione, o una funzione, tende a limite~ pern — co 0 perx — Xg 0 perx — +oo, NON
puo tendere contemporaneamente ad altro limhae dfermazione, che sembra ovvia, va comunque
dimostrata. Lo dimostriamo nel caso delle successioniedano d € R, gli altri casi sono analoghi.

Teorema 1. Selim ¢, =11 e lim ¢, = |5, alloral; = I5.
N—oo N—oo

Dimostrazione.La dimostrazione & elementare. Assumiamo adlgs: I, allorade > 0 tale che
g < (I2 —11)/2 (minore cioé della meta della distanzaltr&|,), e quindil; + € < |, — . MaVYe > 0,
quindi anche peguestae, esistonoM1, My tali che sen € maggiore di entrambe allora:

[1—e<ch<lhite<l—e<cy<lo+e,

il che implicac, < ¢, che € assurdo. Il cado > |, viene escluso in modo identico, per cui i due limiti
non possono che essere uguali. |

2.2. Teorema della permanenza del segno

Iniziamo dal pit semplice teorema che possiamo dimostrarknsiti. Il teorema della permanenza
del segno ci dice che se un limite & positivo, 0 negativo,ralicino al punto in cui calcoliamo il
limite (ovvero per valori grandi dell’indica della successione o della variabielella funzione, se il
limite & all'infinito) la funzione avra il medesimo segno. Eciamo il teorema e dimostriamolo nel
caso in cui il limite & positivo (la dimostrazione nel casain il limite &€ negativo & sostanzialmente
identica).

Teorema 2(Teorema della permanenza del segridip:
limcy,=1>0.
n—oo

Allora esiste N tale che:

n>N=c,>0.
Analogamente, se:

lim f(x) =1> 0ovvero XIirp f(x)=1>0

X—+00

allora esiste N tale che:

x> N = f(X) >0ovvero x<x N = f(x) > 0.

10
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Nel caso di limiti per x— Xg invece se:
)!l_r)?(o f(x)=1>0,

allora esistes > 0 tale che:
O<|x—Xl <6= f(x)>0.

Dimostrazione.Dimostriamolo esplicitamente solo nel caso del limite dicgssione e nel caso di
limite di funzione perx — Xg (I'altro caso & simile).
Nel primo caso, abbiamo che:

Ye>0dMtalechen> M= |l -e<cy<| +e.

Basta quindi prendere=1/2 per avere, > | —1/2 =1/2 > 0 non appena > M.
Nel secondo caso, abbiamo che:

Ve>03d6>0taleche &k |[x—-Xx|<d=l-e< f(X)<|+e.
Basta quindi prendere=1/2 per averef(x) > 1 —1/2 =1/2 > 0 quando O [X — Xg| < 6. O

Osservazione 5.Si osservi che se il limite @ invece dil > 0 il teorema continua a valere. Infatti
avremo chec, > L > 0 ovverof(x) > L > 0 nella dimostrazione invece dj > |/2 > 0 ovvero
f(x)>1/2>0.

Osservazione 6.Sec, ammette limite e, > 0 allora limc, > 0; sec, > 0 allora limc, > 0: il
n—oo N—oo
limite pud esser®; ad es.c, = 1/n> 0 e lim1/n = 0. In caso contrario sarebbe violato il teorema
n—oo
della permanenza del segno.

Osservazione 7.Se una successione é convergente allora € limitata. Istatd successione é con-

vergente, allor&’e AM tale che s > M alloral — ¢ < ¢, < | + &. Prendiamo allora = 1, e sia

K1 = min{cy,...,Cm}, Kz = maxco, ..., cv}. QuindiVn: min{Ky, | — 1} < ¢y < maxKo, | + 1}
Analogamente (ed omettiamo la semplicissima dimostrazione puo essere ricavata dallo studen-

te per esercizio) se una successione tende allora € limitata inferiormente, se tende-e allora é

limitata superiormente.

Osservazione 8.Al contrario, se una funziond (x) ammette limite pex — +co non € gfatto detto
che sia limitata! Basta ad es. prenderféx) = )—1(: tende a 0 pex — +oco ma non € limitata perché
diverge inx — 0.

11
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2.3. Teorema del confronto

Enunciamo e dimostriamo il teorema del confronto per le assioni.

Teorema 3(Teorema del confronto, successiorbbiamo:
1. Se @ < by, definitivamente e,p— +oo, allora anche R — +o.
2. Se a < b, definitivamente e— —o0, allora anche g —» —.
3. Se a < b, < ¢, definitivamente eac, — |, allora anche iy — 1.

Dimostrazione.Dimostriamo la prima fiermazione. Abbiamo chél AM tale chen > M = a, > L.
Ma seb, < a, pern > N, alloran > maxM, N} = b, > L e quindi anche il limite db, & +c. La
dimostrazione della seconda & praticamente identica.

Per quanto riguarda la terza, abbiamo gke> 03M tale che sen > M alloral — & < a, < | + ¢,
| —e<cy,<l+e Maallorasen > maxN, M} | —e < a, < b, < ¢y < | +¢, e quindi anchd, tende a

[ O

Un teorema assolutamente identico, con ovvitedenze puramente “tecniche”, vale per i limiti di
funzioni. Per semplicita lo enunciamo e lo dimostriamo smbcaso del limite pex — xg, ma la il
casox — +oo € praticamente la stessa cosa.

Teorema 4(Teorema del confronto, funzioniSiano f(x), g(x), h(x) definite in A= (Xo — 1, Xo0) U
(X0, Xo + 1) per qualchep > 0. Allora:

1. Se {X) <g(x)in Ae f(X) - +oo per x— Xg, allora anche @gx) — +oo per x— Xp.

2. Se {X) <g(x) in Ae dXx) —» —co per x— X, allora anche ¢x) — —oco per x— Xo.

3. Se {X) <g(¥) < h(x)in Ae f(x), h(X) — | per x— Xg, allora anche ¢x) — | per x — Xo.

Dimostrazione.Anche la dimostrazione € praticamente identica. Per quantarda il primo case/L
d6 > Otaleche O< [x— Xo| < 6 = f(X) > L. Ma se inA g(x) > f(x), allora preso?: min{s, n},
abbiamo che G< |x — xg| < 6 = g(X) > f(X) > L e quindi anchey(X) — +c. Il secondo caso &
analogo.

Per quanto riguarda il terzo caso, abbiamo¢be- 046 > Otaleche O< [X— Xl < 6 = | —e <
f(X), h(x) < | + &, e definend@ come sopra dunque abbiamo che (X — xg| < 5 = | — & < f(X) <
g(x) < h(X) < | + &, per cui anchg(x) — I. m]

L'insieme A nelle ipotesi del teorema del confronto per le funzioni gidicruolo dell’avverbio
“definitivamente” nell’analogo teorema per le successioni

Il teorema del confronto & uno strumento essenziale petdblmadei limiti. E necessario che lo
studente ne abbia ben chiaro sia I'enunciato che la dinmstre.

12
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2.4. Operazioni algebriche sui limiti

Dimostriamo ora il teorema che ci permette di ricondurrénilite della somma, del prodotto, del
guoziente e cosi via ai limiti elementari. Lo enunciamo eatitriamonel caso delle successiomha
come al solitoil teorema vale anche per limiti di funzignéon una dimostrazione sostanzialmente
identica.

Teorema 5. Per n— co:
1. Sex € R, a, — |, allora aa, — al.
Sex € R,a > 0, a, — +o0, allora aa, — +oo.
Sexr e R,a <0, a, — +o0, allora aay, — —co.
Sex e R,a > 0, a, —» —o0, allora aa, — —oo.
Sex e R,a <0, a, —» —o0, allora aa, — +oo.
Seag— |, b,—>m,alloraag,+b, =1 +m.
Se @ — +o0, b, € limitata dal basso, alloraa+ b, — +c.
Se @ — —o0, by € limitata dall’alto, allora &, + by, — —co.

© 0 N O O A~ DN

Se @ — 0, b, € limitata, allora b, — 0.

=
o

Sea— |, b, » m, allora a,b, — Im.

=
=

. Se @ — +oo eddK > Otale che definitivamente,l» K, allora a,b, — +oo.

=
N

. Se @ — +oo0 eddK < Otale che definitivamente,bx K, allora a,b, — —oo.

=
w

. Se @ — —oo eddK > Otale che definitivamente,l» K, allora a,b, — —oo.

H
N

. Se @ — —oo eddK < Otale che definitivamente,bx K, allora a,b, — +oo.

=
o1

. Sea— 0, a,%0, aIIoraé — +00.

=
(o))

.Sea—0,a,#0, aIIoraé — —oo.

=
\I

. Seaelio,anio,alloraéal/l.
18. Sea— |, by > m= O,bn;tO,aIIorat;ﬁn N

L
m
Dimostrazione.Le dimostrazioni di molte dellefeermazioni fatte nel teorema sono sostanzialmente
identiche e dferiscono solo per qualche segno, per cui dimostriamo sasiiessenzialiln questa
dimostrazione € essenziale ricordarsi dell’osservazi®na cui non faremo riferimento esplicito ogni
volta che la usiamo perché la usiamo praticamente in coaziane

Nel caso 1, abbiamo che sBe- M, alloraa, € (I —¢,1 +&); quindi sea > 0, aa, € (al —as, al + as),
sea < 0, aa, € (al + as, al — ag), e quindi in entrambe i casi il limite @l. Sea = 0, @a, = 0¥ned
il limite & ovviamente = al.

Nel caso 2, abbiamo che se> M, alloraa, > L; quindi sea > 0, aa, > oL ed il limite & sempre
+00. | casi 3, 4 e 5 sono identici.

13
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Nel caso 6, s& > Mj alloral — & < a5 < |+ egesen > M alloram- ¢ < b, < m+ g; quindi
sen > maxMsi, My} sommando membro a membro le due disuguaglianze abbibmm)— 2¢ <
an + bm < (I + M) + 2¢, che per 'arbitrarieta di € la tesi.

Nel caso 7, s@ > M alloraa, > L eb, > K, per cuia, + by > L + K e per 'arbitrarieta dL anche
an + by tende at+co. 1l caso 8 € identico.

Nel caso 9, se > M alloralay| < € e|by| < K, per cuilamb,| < Kg, e per I'arbitrarieta de anche
anbn tende a 0.

Nel caso 10, poniama,b, = ((an — 1) + b, = (an — 1)by + Iby; ora, per il punto &, — | tende a 0
mentreb, ammette limite quindi € limitata, per cui per il punto&, - )b, tende a 0; per il punto 1
Ib, tende dm, da cui la tesi.

Nel caso 11, sea > M a, > L e sen > N b, > K, per cui sen > maxM, N} alloraa,b, > KL
quindi per I'arbitrarieta dL anchea,b, tende a+. | casi 12, 13 e 14 sono analoghi.

Nel caso 15, sa > M allora 0< a, < ¢ per cuié > % cioéa, > L purchée sia suficientemente
piccolo. Il caso 16 é analogo.

Nel caso 17, siéd, = a, — |, cosib, — 0. Allora:

1 1 |bnl

an | M+ bd

Ora, il denominatore di quest’ultima frazione tendé aer cuidM tale che s@ > Mallorall||bn+ll >
%. Allora Ve > 0 AM’ tale che s > M’ allora|by| < &, perchéb, — 0. Quindi sen > max M, M’}

allora:
|bn 2
<75
M +by 12
da cui per l'arbitrarieta di la tesi.
Il caso 18 segue dal caso 10 e dal caso 17. m|

2.5. Sottosuccessioni

Nella seconda parte abbiamo definito cos’é una sottosuooessEnunciamo ora un semplicissimo
risultato sul limite delle sottosuccessioni di succedgsarimite noto. Torneremo sull'argomento
limiti di sottosuccessioni pil avanti in un altro contesto.

Teorema 6. Selim a, =1 € R 0 +o0, allora ogni sottosuccessione di tende al medesimo limite.

n—oo

Dimostrazione.Se lima, = |, alloraVe > 0 M tale che sen > M allorala, - I| < €. Siaa, una
Nn—oo

sottosuccessione dj, nx * +oo. Allora VM > 0 AN tale che s& > N allorany > M. QuindiVe > 0
3N tale che sen > N alloran, > M e quindilan, — 1| < &. O

14
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2.6. Limite di funzioni composte

Consideriamo ora il limite di funzioni composte. Vale il segte teorema.

Teorema 7. Sia (x) = f(g(x)), dove il dominio di f contiene il codominio di g. le'm;(o g(x) = vo,
Jin)) f(y) = I. Assumiamo inoltre chdg > 0 tale che sé < |x — xg| < B allora g(x) # yo. Allora
—Yo

lim h(x) = I.

X—Xg

Dimostrazione.Poichéyﬂg/? f(y) = I, abbiamo:

Vedn: O<ly-yol<n=If(y)-ll<e 1)
Poichéxﬂr)g g(X) = Yo, ponendoy = g(x) abbiamo:

Ynpad6: O0<|X—Xl<d=ly—-Yol<n. (2)

Avendo postoy = g(x), datoe > 0 esiste um > 0, e per tale; > 0 esiste urs > 0, tale che se
0 < [x— X0l < min(B, 8) alloraly — yo| < n perché O< [Xx — Xo| < 6, € 0< |y — Yol perchéx — xo| < B, e
quindi|f(y) — 1] < &, e cioé la tesi. |

Ci si puo chiedere I'origine dell'ipotesi secondo la quadeelesisterg > 0 tale che se & |X—Xg| <
B allorag(x) # yo. Bisogna ricordare che nella (1) é richiesto, come deveesss la definizione di
limite, che sia O< |y — yo| < 1, € la (2) ci assicura che solo la seconda disuguaglianzdarmima (e
cioéy # Yp), € quindi &€ necessaria un’ipotesi aggiuntiva. Per cap#glim questo fatto, facciamo un
esempio.

Esempio 1. Siag(x) = 0 identicamente, e sia:

y sey#0,
f(y) =
1 sey=0.
Allora e evidente ché(x) = f(g(x)) = 1 identicamente, per cui I(i)rln(x) =1, anche se Iiglg(x) =0e
X— X—
Iing) f(y) =0,enon 1.
y—

Il caso pit semplice, e quello che si manifesta pil frequeatge in pratica, € quello in cdig > 0
tale che nell'insiemg0 < |x — Xo| < B} la funzioneg(x) € monotona.
Seg(x) € monotona nell'intervallo considerato, allora & ancheiitibile. Se prendiamd (y) =
g~(y), abbiamo quindi:
. _1 _ . _
Jim g (9(¥) = lim x =X
ma per il teorema 7:
lim g~ 1(g(x) = lim g (y),
Jim g7(g(x)) = lim g™(y)
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per cui:

lim g 1(y) = Xo.
Jim g () = X0

Sottolineiamo infine che il teorema 7 viene spesso utilzpat calcolare i limiti “per sostituzione”;
in altri termini, dovendo calcolarg(:_nl(i)rri(x), cerchiamo una funziong(t), che soddisfi le ipotesi
del teorema (e cioé in pratica invertibile dove necessdsat® che, scrivendo il limite dato come
tll_r>1t10 f(g(t)), la funzione composté(g(t)) sia pit semplice della funzione originaféx).

2.7. Successioni e funzioni monotone

In molti casi, 'applicazione della definizione di limitestilta essere in pratica problematica perche,
per stabilire che una funzione o una successione ha un dettatimite usando la definizionec-
corre conoscere il valore del limite medesimo. In molti ¢gagiortanti, vogliamo dimostrare che una
successione o una funzione ammette limite, senza che itaite kia precedentemente noto. Il caso
tipico, che @'ronteremo fra poco, & quello del numexaefinito appunto come limite di una succes-
sione, la cui esistenza dovra essere dimostrata con alzdinmequanto non € precedentemente noto
il valore del limite stesso.

Uno strumento prezioso da questo punto di vista (ma nondd)ré il seguente teorema.

Teorema 8. Sia {c,} una successione monotona crescente. Se limitata superiormente allora
dl € R tale cher!i_rjgo ch = I. Se g e illimitata superiormente aIIorar!i_r)Tgo Cn = +co0. Analogamente, se
{cn} € monotona decrescente e limitata inferiormente allora atberimite finito mentre se € illimitata
inferiormente allora tende aco.

Dimostrazione.Consideriamo prima il caso in cui la successi¢ng € limitata superiormente. In tal
caso allora per la proprieta di completezza dei numeri esadite il suo estremo superiore:

supcy = 1.

QuindiVYe > 0dM tale chd — ¢ < ¢y < |, altrimenti suc, sarebbeninoredil. Ma sel —e < cy <
alloravn > M deve essere ugualmente- ¢ < ¢, < [; infatti essendo la successione crescente,
Ch > Cy > | — ¢, ed essendb 'estremo superiore della successione deve esserel. Abbiamo
dunque dimostrato chés > 0 dM tale che sen > M alloral — ¢ < ¢, < |, e cioé la tesi.

Sia orac, illimitata. Dato dunqué. > 0 M tale checy, > L. Ma essendo la successione crescente,
¥n> M ¢y = ¢y > L, e quindi la successione tende-& per la definizione di limite.

La dimostrazione nel caso di successioni decrescenti éganal |

Il teorema analogo per i limiti diunzionimonotone € analogo, e solo leggermente pit complesso
per ragioni puramente tecniche che a questo punto dovrelaissere evidenti.
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Teorema 9. Consideriamo l'intervalla, +0) e sia la funzione () definita e monotona crescente in
tale intervallo. Se é anche limitata superiormente, alldta R tale chexirpoo f(x) = I; se e illimitata
superiormente, aIIore)}iTm f(X) = +o0.

Consideriamo l'intervallo(a, Xp) e sia la funzione (x) definita e monotona crescente in tale in-
tervallo. Se & anche limitata superiormente, allaitbe R tale che)(li_)m+ f(x) = I; se é illimitata
superiormente, allor<'§\(|i_>rr)26 f(X) = +o0. A

Risultati analoghi valgono per funzioni monotone decraic@er limiti a —co e per Xx— x;.

Dimostrazione.La dimostrazione €& praticamente identica al caso delleessamni. Se la funzione

e limitata, allora essa ammette estremo supetioRRagionando come nel caso delle successioni, si
verifica immediatamente che tdle proprio il limite. Analogamente nel caso in cui la funziokhe
illimitata. m|

Osservazione 9.Una funzionef monotona in & b) € limitata in ogni intervallo ¢,d], a < ¢ <

d < b (infatti Yx € [c,d] f(c) < f(X) < f(d)). Una funzionef monotona crescente nell'intervallo
(a,b) & limitata superiormente in ogni intervallg, €] (infatti ¥x € (a,c] f(X) < f(c)), ed & limitata
inferiormente in ogni intervallod, b) (infatti Yx € [c,b) f(c) < f(X)). Una funzionef monotona
decrescente nell'intervallca(b) € limitata inferiormente in ogni intervallea(c] (infatti Yx € (a,c]
f(x) > f(c)), ed e limitata superiormente in ogni intervallg ) (infatti Yx € [c, b) f(X) < f(c)).

2.8. Qualche disuguaglianza e alcuni limiti notevoli

Introduciamo ora alcune disuguaglianze che saranno miilitael seguito (v. G. H. HardyA Course
of Pure MathematigsCambridge University Press, p. 143 e seg. e G. H. Hardy, Littlewood, G.
Pdlya,Inequalities Cambridge University Press, p. 39 e seg.).

Siaa > 1 er un intero positivo. Allora € evidente che:

ra" >a" t+a 2+ .+ 1

infatti a destra abbiamp addendi ciascuno minore df. Moltiplicando ambo i membri pex — 1
otteniamo:

ra' (e —1)>a" -1,
e sommando(a’ — 1) ad ambo i membri otteniamo:
r@*t-1)> (r + 1)@ - 1).

Dividendo ambo i membri pai(r + 1) otteniamo finalmente:

a,r+1_1 o -1

>
r+1 r

s
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e cioé che la successioe = # € una successiongescente Quindia, > a1, e ciog, come Si
verifica immediatamente;
o >1+r(a-1).

Ponendar = 1 + X, X > 0, tale disuguaglianza pud essere dunque scritta come)(1> 1 + rx.
Viceversa, sia & 8 < 1 er come sopra. Allora analogamente:

B <B4 %+ +1,

moltiplicando per 1 3:
B (1-p) <1-p4,
sommanda (1 -4"):

r(1-p"Y < (r+1)(1-4"),

ed infine dividendo per(r + 1):
r+1 r
1-p" _1-p
r+1 r

>

. ~ . _Ar ~ . . . ~
e cioe la successiorg = 1TB e decrescenteQuindib, < by e cioé:

B >1+r(B-1)

Ponendg = 1+ x, -1 < x < 0, anche questa disuguaglianza puo essere scritta com@' (& 1+rx.
Abbiamo cosi dimostrato il seguente lemma.

Lemma 1 (Disuguaglianza di Bernoulli, esponente inter8)a x> —1 ed r un intero positivo. Allora:
L+x)" >1+rx, (3)
e l'uguaglianza vale solo sex00ser= 1.

Osservazione 10La (3) viene spesso dimostrata per induziong, i partire da = 2 nel qual caso é
owvia. In realta la dimostrazione “diretta” che abbiamoodaimolto elegante, ed i risultati intermedi
che abbiamo ottenuto ci risulteranno molto presto utili.sdiamo la semplice dimostrazione per
induzione per esercizio.

In realtd le disuguaglianze di cui sopra valgono anche re @acuir sia un numero razionale
positivo. Infatti la disuguaglianza di Bernoulli discendieettamente dal fatto che le successiane
b, sopra definite sono rispettivamente crescente e decresoém che se > sallora:

r_1 s_1 1-4 1-3S
¢ >a/ , ﬁ< ﬁ.

r S r S

(4)

18



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

In realta le (4) valgono appunto anche nel caso inrcsisiano razionali positivi. Prendendo ad es.
la prima, poniama = a/b, s = ¢/d; alloraad > bc poichér > s. Ponendo poir = y*¢ e dividendo

ambo i membri pebd otteniamo immediatamente:
’)’ad -1 ,ybC -1

ad>bc’

e ci siamo dunque ricondotti al caso di esponenti interi. |dgemente per la seconda delle (4). Ne
segue la generalizzazione del lemma precedente al caspatiergti razionali.

Lemma 2 (Disuguaglianza di Bernoulli, esponente raziona® x> —1 ed r un razionale positivo.
Allora:

L+xX" >1+rx ser>1, (5)

1+x" <1+rx se0<r <1, (6)
e l'uguaglianza vale solo se=x0.

Osservazione 11In realtd come si puo facilmente immaginare tale disugaagi vale per qualsiasi
r reale e positivo. Utilizzando la monotonia &ir‘—l e 1‘T'Br inr, r razionale, e la definizione di numero
reale di Dedekind si potrebbe ottenere una di mostrazica®, tpoppo complicata per noi. Pil avanti
avremo degli strumenti utili per poter dimostrare la disagjianza di Bernoulli anche nel caso reale
in modo semplice.

Otteniamo ora un’altra serie di utili disuguaglianze, @mgenza diretta della disugaglianza di
Bernoulli.
Abbiamo sopra dimostrato che ses sono razionaliy > 1 e 0< s< 1, ea, 8 sono numeri reali,
a>1le0<B<1,allora:
' -1>r(@-1), 1-p" <r@@-7). (7)

Sostituiamo allorar = 1/8 > 1 e 0< 1/a < 1 ed otteniamo facilmente:
" -1l<rd HNa-1), 1-p8 >r8711-p). (8)

Analogamente, dalle:
a®-1l<sa-1), 1-p°>91-p). 9)

otteniamo per mezzo della medesima sostituzione:
a®-1>2Ya-1), 1-p5<s55H1-p). (10)
Combinando la (7) e la (8) otteniamo:

rla-1)<a" —1<ra (o -1), (11)

19



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

B L-B)<1-8" <r(l-p). (12)
Analogamente dalle (9) e la (10) otteniamo:

sa¥Ha-1)<a®-1<sa-1) (13)
S(1-B) <1-p°<B5H1-p). (14)

Possiamo ora utilizzare queste disuguaglianze per cadciblimite di una potenza per esponenti
razionali (per esponenti interi il risultato discende das@ 10 del teorema 5; per esponenti reali, il
risultato vale ugualmente perché, come abbiamo dettooss#rvazione 11, le disuguaglianze che
stiamo utilizzando valgono in realta anche pesreali).

Proposizione 1.
lim @ =8,

X—Xg
Dimostrazione.Ponendax = Xgt, ci riconduciamo al caso:

limt? = 1.
t—1

Ma tale limite discende immediatamente dalla (11) (limigedbstraa > 1), dalla (12) (limite da
sinistra,a > 1), dalla (13) (limite da destrag < 1) e dalla (14) (limite da sinistrag < 1), per il
teorema del confronto. m]

Le precedenti uguaglianze possono essere utilizzate qrechleseguente limite.

Proposizione 2.Sia a> 0. Allora:

lim a* = a*.
X—Xp

Dimostrazione.Per dimostrare chs_)!qi)rax = @, poniamoy = X — Xp e quindia* = a¥a*. Basta
quindi dimostrare che lire¥ = 1.

Ora,sea>1la (ﬁYimpIica il limite desiderato quandotende a 0 da destra e la (13) quarydo
tende a 0 da sinistra; se< 1 la (12) implica il limite desiderato quangdende a 0 da destra e la (14)
gquandoy tende a 0 da sinistra.

Ovviamente dobbiamo tenere conto che, esseffdma funzione monotona definita ovunque, in
qualsiasi intervallo limitato la funzione € limitata, il elti permette di ottenere il risultato grazie al
caso 9 del teorema 5. i

Osservazione 12 Utilizzando il teorema sul limite delle funzioni compostigemiamo anche:

lim log, x = lo .
o O O X0
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2.9. Il teorema “ponte”

Il teorema seguente pud essere utilizzato sia per dimedteaistenza di un limite, sia per determinare
che una determinata funzione non tende a nessun limite,téutsxe un legame tra il limite di una
funzione ed il limite delle successioni che da questa sigussicavare.

Teorema 10. Le due seguentiffermazioni sono equivalenti:

1. lim f(x) =1

X—Xo

2. Per ogni successior(e,} tale che g # | e r!im Ch = Xo valer!im f(ch) = 1.

Il teorema pud essere adoperato per determinare il limitg>Ji nel caso — raro — che calcolare
il limite di f(c,) per ognisuccessione, sia piu facile che calcolare direttamente il limite ).
Ma puo essere anche utilizzato per determinare f¢lg non ammette limite, ad es. trovando due
successioni distintga,} e {b,}, entrambe tendenti®, tali che f (a,) e f(by) tendono a limiti diversi.

Dimostrazione.Dimostriamo prima che (1) implica (22(._>)I(erﬁ(x) = | vuol dire cheVe > 036 > 0
tale che O< |x— Xl < 6 = |[f(X) - || < &. Sec, tende axg, allora¥s > 0 AM tale chen > M =
Ich — Xol < 8, ed inoltre abbiamo chg, # Xp. Allora Ve > 036 > 0, e in corrispondenza di tafe> 0
esiste urM — quindiVe > 0 M —tale chen > M = |f(cy) - || < &.

Dimostriamo che (2) implica (1) per assurdo. Assumiamo derche la (2) sia vera e la (1) falsa,
e ricaviamo una contraddizione.

Sela (1) e falsa, cioé se non e vero che il limité @) perx — xg € 0, alloranegando la definizione
di limite, otteniamo:

de > Otale chevs > 0: Fxtale che O< [x— x|l <de|f(X)— 1| > &.

Preso dunque tale, scegliamos = 1/n, e per ciascun tale valore diesistera allora un valore di
X = X, tale che 0< |x, — Xo| < 1/ne|f(x,) —I] > . Abbiamo cosi costruito una successiqrg}
che tende &g, perchélx, — x| < 1/n, e tale chef(x,) non tende d, perché per un certe > 0
|f(xn) — I] > &. ci0 contraddice la (2), che si assumeva vera. O

Osservazione 13.Il teorema continua a rimanere valido anche nel caso diiljpeit x — +co e nel
caso di limiti infiniti.
Esempio 2. Il limite per x — +o0 (ed ovviamente ancheco!) di sin x non esiste. Infatti, sia, = 7n
eb, = n/2 + 27n. Allora sina, = 0 e sinb, = 1, per cui limsina, = 0 1 = lim sinby.

n—oo N—oo
2.10. Infiniti, infinitesimi e confronti; i simboli di Landau

Introduciamo ora alcuni concetti importanti ed una utifiss notazione, che sara molto utile per
calcolare in pratica i limiti e che permette di scrivere indaanolto semplice ed intuitivo ma rigoroso
taluni limiti.
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Si dice che una successioage INFINITESIMA O € UNINFINITESIMO Se lim a, = 0. Se invece lima, =
N—oo N— oo
+oo Si dice che la successionangnita 0 che € unirmtro. Analogamentese consideriamo il limite
per X — Xg, +00 0 —co di una funzione éxrINITESIMA O € UNINFINITESIMO S€ il limite considerato € 0,

mentre anrFINITa OVVero € uninemnrro se il limite considerato & co.

Osservazione 14.Importante: Per una successiorsg possiamo solo considerare il limite per
n — oo, mentre per una funzione possiamo considerare una meitepdii limiti, per x che tende a
diversi valori. La natura infinitesima o infinita di una funzione dipende dunque dal limite che
stiamo considerando

Siano date due successioni infinitesiagee b,. Diremo chea, TENDE A ZERO PIU VELOCEMENTE
di b, se nl_l)rl]o an/bp = 0, diremo chea, TENDE A zEro PIU LENTAMENTE di b, se n|_|>I‘l1O an/bn = +oo.
Abbiamo delle buone ragioni per non parlare di successibaitendono a 0 allo stesso modo in
termini eccessivamente semplici (mfra).

Analogamente, siano date due successioni infiajte b,. Diremo chea, TENDE A INFINITO PIU
VvELOCEMENTE di b, se nl_lm an/bn = +oo0, diremo chea, TENDE A INFINITO PIU LENTAMENTE di b, se
lim an/b, = 0.

Nn—oo

Si parla in questo caso donrronTo fra infinitesimi o infiniti.

E evidente che il confronto fra infinitesimi o infiniti puod ess fatto anche per due funziohie g;
ovviamente, ricordando quanto sottolineato nell’ossgoree 14, il confronto fra funzioni andra fatto
specificando a cosa tendg.

Per rendere precise queste considerazioni, introduciamedti b1 L anbau 0, O, ~ (rispettivamente

‘0 piccolo”, ‘o grande” e ‘asintotico”). Nel seguito asswuamioby, > 0, g(x) > O.

e Se:
-
im —=0
nmo b, ’
allora scriviamo:
an = o(bn).
e Se: .
[im ﬂ =0,
x=%o g(X)

allora scriviamo:
f(X) = o(g(x)) perx — xo

(stessa cosa se abbiame invece dixp).
e Se:
3K > 0 tale chda,| < Kby,

allora scriviamo:
an = O(bn).
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o Se:
JK > 0 tale chgf(X)| < Kg(x) quando O< [x— Xg| <6, & >0,
allora scriviamo:
f(X) = O(g(x)) perx — xo
(analogamente pex — =+oo; ricordarsi la definizione di limite pex — =+oco per avere la
condizione s in questo caso).

e Se:
lim 2= 1,
N—oo n
allora scriviamo:
a.n ~ bn.
e Se: .
[im ﬁ =1,
x=% g(X)

allora scriviamo:
f(X) ~ 9(X) perx — xo
(stessa cosa se abbiame invece dixg).

In particolare, scriver@, = O(1) vuol dire scrivere che la successiamee limitata, scrivere, =
o(1) vuol dire scrivere che la successiapee infinitesima. Scriverd(x) = O(1) perx — Xg vuol dire
che per O< [x— xg| < 6, per qualche > 0, f(X) & limitata, ovvero che ld(x) & limitata “vicino” axg,
e scriveref(x) = o(1) perx — Xg vuol dire chef(x) tende a 0 pex che tende g.

Osservazione 15.Importante: o(...), O(...) non sono funzioni. Non esiste nulla chel@vero
uguale ao(...) o aO(...), qualsiasi cosa ci sia dentro i simboli O. Le uguaglianze che abbiamo
introdottosono solo delle notazioni simbolichehe esprimono la relazione fra due successioni o due
funzioni in un passaggio a limite.

Detto in altri termini: stabilito un passaggio a limite (per> oo, perx — Xg), scriverea, = O(by),
a, = o(by), f(X) = O(g(x), f(X) = o(g(x)) significa dire chea,, f(X) appartengono ad un certo
insieme di successioni o funzioni (nei casi indicati sofgasuccessioni che divise pb(n) danno
luogo ad una successione limitata, le successioni che tera@® piu rapidamente @, le funzioni
che divise pepg(x) sono limitate, le funzioni che tendono a 0 piu rapidamenig(x). Scrivere ad es.
sinx = x + o(x) per x — 0, cosa che dimostreremo piu avanti, vuol dire chex@nuguale ax pil
qualcosa che tende a zero pil rapidamentepdir x — 0, senza aver specificato esattamente cosa

Osservazione 16 Ciononostante i simboti, O possono essere (quasi) tranquillamente utilizzati come
se fosseralavverodelle funzioni. Ad es., six — Xg; se f(x) = o(x) allora f(x)/x — 0; ma allora
come si verifica immediatamenief(x) = o(x?), f(x)/x = 0(1), e cosi via. In altri termini, abbiamo
postox o(x) = 0(x?), o(x)/x = o(1), etc.
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Osservazione 17.Ll'espressionen(a,) va interpretata come “qualcosa che tende a zero piu rapida-
mente dia,”. Non una cosa in particolare, npalsiasi cosganalogamente per le funzioni). Quindi
ad es.:
e X+ 0(1) = o(1), x — 0, perché l'unica cosa che possiamo dirx @it qualcosa che tende a 0,
magari anche molto lentameni&X)) € che tende a 0, magari anche molto lentamente.
e 0(X) + 0(x%) = 0o(x), x — 0, perché se una cosa & la somma di qualcosa che tende a 0 pil
rapidamente dk pill qualcosa che tende a 0 pil rapidamentg’diutto quello che possiamo
dire € che tende a 0 pil rapidamentexdi

Osservazione 18 Occorre fare molta attenzione se si vuole introdurre il ettacdi “ordine di infini-
to”/“ordine di infinitesimo”, come se fosse qualcosa di numecite pud essere misurato e quantifica-
to. La natura infinita o infinitesima di una successione, ondi funzione in un certo limite, pud solo
essere confrontata con un’altra, ma non quantificata initeéamsoluti. Qualsiasi tentativo al riguardo
puod portare ad antinomie e a conclusioni errate se appl@ate se fosse una metafora, senza fare
attenzione alla sostanza delle cose. Noi eviteremo perthirtare un significato ad espressioni come
“Iordine di infinitesimo di I/n? & 2” e simili, che preferiremo quindi evitare.

Nel seguito faremo largo utilizzo dei simboli di Landau, eettiteranno il principale strumento per
calcolare i limiti riconducendoli ai limiti notevoli che whiostreremo fra poco.

3. Limiti notevoli

Abbiamo ora tutti gli strumenti necessari per calcolarerigipali limiti notevoli (non del tutto banali).

3.1. Potenze, esponenziali e fattoriali

Consideriamo alcuni limiti elementari concernenti potsresponenziali e fattoriali.
Proposizione 3.Per ognia € R e per ogni a 1 abbiamo:
. oxX®
lim — =0.
X—+00 gX
Dimostrazione.Sea < 0 il limite & ovvio. Consideriamo allora > 0 ed utilizziamo il teorema ponte.
Basta dimostrare che per ogni successianes +co: b? /a — 0.
Innanzitutto abbiamoy/n/a” — 0 (casdb, = n, @ = 1/2). Infatti, facendo uso della disuguaglianza
di Bernoulli e ponenda = 1 + h abbiamo:

vn_ vn _vn_ 1
O<Y—=—Y ¥ __=-
av (1+h"~ hn hyn

Eliminiamo ora la restrizione al cago= 1/2 osservando che:

2 (e e

an al/2a)n

0. (15)
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utilizzando la (15) ed il fatto cha*/?* > 1.

Inoltre, per il teorema 6, data qualsiasi successewalori interi ¢, — +oo allora% tende pure a
0, in quanddc,} & una sottosuccessione della successfohe

Infine, consideriamo una successidpajualsiasi che tende-ao ed utilizziamo il fatto cheb, ] <

b, <|bn] + 1:
% < (Lbnl +1)* _ (Lbn] + 1)

0<% abl b

a—0-a=0.

| seguenti limiti seguono immediatamente dalla preposizia:

lim a"x*=0 seccR,a>1,

X——00

xIim a*x* =0, seaxeR,0<a<l,

—+00

. log,, x|¢

lim M:O, seaeR,8>0,b>0b#1,
X—+00 Xﬁ

Iing ¥|log,X* =0, seaeR,b>0b#1 8>0.
X—0+

Il primo si riconduce alla proposizione 3 ponendo= —y. Il secondo vi si riconduce ponendo
a = 1/b. Il terzo ponendo logx = yseb > 1 e log,x = -y se 0< b < 1. Il quarto si riconduce al
terzo ponendx < 1/y. Lasciamo i dettagli delle sostituzioni per esercizio.

Si osservi che, s& — +oo, allora un esponenziale con base maggiore di 1 tende a ifinit
rapidamente di qualsiasi potenza positiva dimxentre un esponenziale con base positiva minore di 1
tende a (Qoill rapidamente di qualsiasi potenza negativa diAnalogamente, Sg — 0*, allora un
logaritmo di base maggiore di 1 tende a infiniid lentamente di qualsiasi potenza positiva di x

Confrontiamo ora esponenziali e fattoriali.

Proposizione 4.Sia a> 0; allora abbiamo:

Cooan
lim — =0,
n—oo Nl

e:
oon
im —=0
n—oo NN

Dimostrazione.ll primo é ovvio se O< a < 1, quindi assumiama > 1. In tal caso abbiamo:

a' aa a a a a a a
_ _ [a]-1
— = === —— .. ..—<a -—=0.
= nt 12 n 1 [al—1 Jaj n< n_>
—_—

[a]-1 fattori<a fattori< 1
Per quanto riguarda il secondo, abbiamo:

n! nn-1
< = —_——

<1-1-...-1-1'—>O.

n" n n

Sl
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Quindi, il fattoriale tende a+oo pill rapidamente di qualsiasi esponenziale con base antgtnaen-
te grande mapil lentamente di‘h

3.2. Limiti trigonometrici

R
P
o Q
Figura 1: Limiti trigonometrici
Dimostriamo i limiti fondamentali delle funzioni trigonagtriche.
Teorema 11. Abbiamo:
lim sinx =0, (16)
x—0
lim cosx = 1, (17)
x—0
lim tanx = 0. (18)
X—0

Dimostrazione.La (17) segue immediatamente dalla (16) dal momento ch& eos V1 - sir’ x e
che se-n/2 < x < n/2 allora cox > 0, e la (18) & ovvia date le (16) e (17).

Per dimostrare la (16), si faccia riferimento alla figura laréa del triangoloOPQ € minore
dell'area del settore circola@PQ, quindi sex > 0O:

0< sinXx - X
2 2’
e quindi per il teorema del confronto 0I+irsr;inx = 0. Essendo la funzione sidispari, il medesimo
X—>
limite vale anche pex — 0~. o
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Utilizzando i simboli di Landau possiamo scrivere le (18)7) e (18) come six = 0(1), cosx =
1+0(1) e tanx = o(1), perx — O.

Teorema 12. Abbiamo:

lim 30X _ 1, (19)
x—0 X
l1-cosx 1
im ——— = = 20
lim — > (20)
. tanx
lim — =1. (21)
x—0 X

Dimostrazione.La (20) segue immediatamente dalle (19), (17):

1-cosx (1-cosx)(1+ cosx) (sin x)2 1 1
= = ﬁ —
27

X2 X2(1 + cosx) X | 1+ cosx
e la (21) € ovvia date le (19), (17).
Per dimostrare la (19), si faccia nuovamente riferimenta f&gura 1 e si consideri il limite per
X — 0. Larea del settore circolar®PQ & compresa tra I'area del triango®@PQ e quella del
triangoloORQ e quindi: . .
sinx X  sinx

2 2~ 2cosx’
Moltiplicando i tre membri di questa disuguaglianza pg¢sia x (che e positivo per & x < 7/2)

otteniamo:
X 1

sinXx  CoSX

>

ed invertendo: _
sinx
COSX < T <1,

se 0< x < /2. Per il teorema del confronto allora il limite richiestotéeauto perx — 0*. Tenendo
conto che la funzione sixyx & pari, il medesimo limite vale anche se- 0~, dimostrando quindi la
(29). |
Utilizzando i simboli di Landau possiamo scrivere:
sinx
— =1+ 0(1),
. (1)

e quindi:

sinx = X + 0(X).

Analogamente abbiamo:

1
cosx=1- Exz +0(x?)

tanx = X+ o(X).
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Ovviamente otteniamo mediante sostituzione i limiti:

. arcsinx
lim =1,
X—0 X
e:
. arctanx
[im =1,
x—0 X

cioé arcsirx = x + 0(1), arctarx = x + o(1).

3.3. ll numero e

Dimostriamo ora che il seguente limite esiste ed & un numampeeso fra 2 e 3 che chiameremo

(NuMERO DI NEPERO).

Teorema 13. Il seguente limite esiste finito:

1 n
e= lim (1+ —) . (22)
n—oo n

Vale inoltre2 < e < 3.
I limiti notevoli che dimostreremo nel paragrafo seguergehiariranno I'importanza.

Dimostrazione.Iniziamo col dimostrare che la successione = (1 + 1/n)" & crescente. Infatti
utilizzando la formula del binomio di Newton abbiamo:

1\" < nooo1 S 1n-(n-1)-(n-2)-...-(n—k+1)
Cn:(1+ﬁ) :kZ:kl(——Zl+l+ — =

= I(n—K)! nk i Kl n-n-n-...-n
n
1 1 2 k-1
=2 Z1-(1-=)(1=-%) . [1-==). @

Da cio si evince immediatamente ohge una sommma di termini positivi, che il numero di tali termin
cresce com (infatti nella sommatoria (23) ci sono esattamemtel termini!), e checiascun termine
di tale sommatoria € una funzione crescente ,dcome € evidente dall’'ultimo modo di scrivecg
nella (23) (somma di prodotti di fattori positivi cresceintin). Quindic, € una successione crescente,
e quindi se illimitata tende a0, se limitata tende a limite finito per il teorema 8.

Resta da dimostrare dunque aje una successione limitata. Noi dimostreremo ckec < 3 se
n > 3, da cui la tesi.

Sen > 3, allora € evidente chg, > 2: infatti ¢, € crescente 5 = 64/27 > 2. Utilizzando di nuovo
la (23) abbiamo:

1 1 2 k-1 1 1 1
ch=2+...+—=141-—-]|11—-——=)- ... |l-— <24+ =+ =+...+ =<
k! n n n ! !
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11 1 1 51
<2+_+_+.“+ :2+ _<2+I|m _:3. (24)
2 2 2n-1 =1 2K n—oo = 2k

Gli ultimi due passaggi nella (24) sono giustificati dallgsenti osservazioni. Innanzitutto, € ovvio
n-1

che la successmng — € una successione crescente, quindi se tende a limite fllata & minore

it 2
del limite. Infine usando la formula per la somma della susioeg geometrica abbiamo:

1 11-1/2v1

-z 1
x~21-12

k=1

pern — oco. a
E molto semplice infine ottenere le seguenti generalizradiel limite appena dimostrato.

Teorema 14. Abbiamo:

1 X
lim (1 + —) =g (25)
X—+00 X
1 X
lim (1 + —) =g (26)
X——00 X
. a\X
lim (1+ —) — ¢ @7)
X—=+00 X

Dimostrazione.La (25) viene dimostrata facendo uso del teorema ponte.r@gs® innanzitutto che
data qualsiasi sottosuccessidibg} di {n}, cioé data qualsiasi successiangalori interi che tende a
+00, allora per il teorema sul limite delle sottosuccessioftiamo:

b
1 n
Im|l1+—] =e
n—>c>o( +bn)

Sia oraa, una qualsiasi successione che tendexa Se dimostriamo che per ogni tale successione
lim (1 + 1/a,)* = e, allora per il teorema ponte abbiamo dimostrato la (25).dfapstrare questo,
N—oo

utilizziamo le ovvie disuguaglianze,| < a, < [an],[an1 - 1< an < lan] + 1:

[an]
1 lan]-1 an lan]+1 [an]
( +[an]) :(1+i) S(l'i‘i) S(l'i‘i) :(1+i) (1+i)
1+ & 0] a (8] (8] (8]

maf{lan]}, {[a,]} Sono sottosuccessioni ph }, per cui per 'osservazione precede(nar )ra”]

(1 + m)LanJ

Per quanto riguarda Ia (26), poneryda —X — 400, abbiamo:

R o I o I e e R e I e

—e -1

A

—ee 1+ — 1, 1+ — 1, da cui la tesi.
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Infine la (27) segue dalla (25) o dalla (26) a seconda/sesia positivo o negativo (ed € ovvia se

a = 0). Infatti:
X 1 X/ \¥
(1+g) :((1+—) ] )
X X/«
ex/a — *oo, O
3.4. Altri limiti notevoli contenenti esponenziali e logar itmi

Dimostriamo ora altri limiti notevoli relativi a esponenfii e logaritmiin base e Tali limiti no-
tevoli, importantissimi, chiariranno I'importanza delmaro di Neperce. Nel seguito scriveremo
sempre log, senza indicare la base, intendendo,bagcioé il logaritmo base (LoGaRITMO NATURALE
0 NEPERIANO). Si tratta di limiti molto semplici da ricavare.

Innanzitutto, dalle (25), (26) e dall’'osservazione 12viamo immediatamente:

im log(1+ X)

. _ 1y
= log lim(1 + X)** = log lim (1+ —) =1
x—0 X x—0 y—+00 \

Utilizzando i simboli di Landau possiamo scrivere quegtati come:
log(1+ x) = x+0(x), Xx—0. (28)
Consideriamo ora:

et -1
lim .
x—0 X

Ponendoy = € — 1 — 0 perx — 0 abbiamo:

-1 y
= -1
X log(1+Y)

perx — 0. Utilizzando i simboli di Landau scriviamo questo limitence:

e€=1+x+0(x), x—0. (29)
Infine, datoa € R consideriamo:
o (l+xr-1
lim ————.
Xx—0 X

Abbiamo allora:

1 @_1 @rlogd+x) _ 1  @mx+ox) _1 1 o(x) — 1
@+x _ _ _ + axX+ 0(X) o+ o(1)
X X X X

e quindi il limite considerato vale. Possiamo scriverlo utilizzando i simboli di Landau nel mod
seguente:
Q+x*=1+ax+0(x), x—0. (30)
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Osservazione 19Nel caso in cui la base del logaritmo o dell’esponenzialesiag, ci riconduciamo
facilmente ai casi (28) e (29) nel modo seguente:

log x X
log,x= — = —— +0(X), X—0, 31
Ja loga ~ loga (X) - (31)
e:
a*=e°93 = 1 4 xloga+0(x), Xx— 0. (32)
Possiamo scrivere la medesima cosa come:
. log,(1+ X 1 Coa*-1
lim Oal ) = , lim = loga.
x—0 X loga x-0 X

3.5. Limite superiore e limite inferiore

Generalizziamo ora la nozione di limite. Iniziamo dal casblihite di successione.
Definiamo ilLimite superiorE di una successione nel modo seguente:

lim supc, = r!im SUpCk. (33)

n—oo = k>n

Se la successiore,} eillimitata superiormentealloraVn supcx = +oo € quindi il limite superiore della suc-
k>n
cessione &co. Se invece la successionéiraitata superiormenteallora suy € una successiorecrescente
k>n
infatti al crescere dn determiniamo I'estremo superiore di una porzione sempr@ijgicola della successione

Ck, € quindi I'estremo superiore non pud aumentare. Poichéuoeessione monotona decrescente o tende a
limite finito o tende a—co, abbiamo che il limite superiore di una successione quglsiste sempre, finito

o infinito. Non solo: essendo la successione qumonotonadecrescenteil suo limite sara il suo estremo
k>n
inferiore, per cui possiamo anche dire che:

lim supc, = inf supc,
n—oo N k=n
senza utilizzare il concetto di limite
Analogamente definiamoilMITE INFERIORE:

liminf ¢, = lim inf c. (34)

n—oo n—oo k>n

Se la successiorien} eillimitata inferiormente allora¥n LQE cx = —oo e quindi il limite inferiore della succes-
sione é-co. Se invece la successiondimitata inferiormenteallora la successionkgnini( e crescentee quindi

il limite inferiore esiste finito o éco. Anche il limite inferiore dunquesiste sempre, finito o infinite per
ragioni analoghe a quanto visto per il limite superiore psgeee scritto come:

liminf ¢, = supinf c.
n—co n k=n

Una notazione alternativa per il limite superiore ed il ieninferiore che viene talvolta utilizzata & la seguente:
lim c, e lim c,.

Nn—oo N oo

Osservazione 20Dalla definizione di limite superiore e limite inferiore ssgmmediatamente che lim inf <
n

— 00
lim supch.

n—o0
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Vale il seguente teorema.

Teorema 15. Sellm supcn = I|m |nf Cn, allora esiste anchélm ¢y ed & uguale ai limiti inferiore e superiore.

Viceversa, se il Ilmlte della successmne esiste (flnlto‘lmtn) aIIora i limiti superiore ed inferiore coincidono
con esso.

Dimostrazione.Sia liminfc, = +. Allora Lnf Cx — +oo cioeVYL > 0dM tale che s&n > M aIIorakinfck > L.
n—oo >N >N
Ma allora in particolare, > L da cui segue che anche il limite c}j deve essereco.
Sia lim supc, = —co. Allora supck — —oo cioeVL > 0 AM tale che s& > M allora suk < —L. Ma allora

n—oo k>n k>n
in particolarec, < —L da cui segue che anche il limite @j deve essere .
Infine, sia lim sup, = I|m |nf ¢, = |. Allora tenendo conto della monotonia delle successmpcgunf Ci,
nN—oo k>n

abbiamo:

Ye>0dM;: n>M; =1 <supc <|+e,
k>n

e quindi in particolare se > M; allorac, < | + ¢; e poi:
Ye>0dM,: n> M2=>I—5<Lnfck<l,
>N

e quindi in particolare sa > M; alloral — & < ¢,. Quindi sen > max(Mj, M) alloral —e < ¢, < | + &, il che
implica che il limite dic, esiste ed &

L'ultima affermazione puo essere dimostrata in modo elementarg, t8ede at+oo, cioe sevYL > 0 IM tale
chen>M=c,> L, aIIorakianck > L sen> M e quindi il limite inferiore &+ e per I'osservazione 20 anche
il limite superiore. Se&, tende a-o, cioe se¥YL > 0 AM tale chen > M = ¢, < —-L , allora supy < -L se
n > M e quindi il limite superiore &co e quindi anche il limite inferiore. “

Se infinec, tende al, alloraVe > 0 M tale chen > M = | —¢ < ¢, < | + & e quindi sen > M

l—e< mf Ck < supck < | + ¢, da cui segue che sia il limite inferiore che quello supergwno pari & m|
k>n

Esempio 3. Sec, = sinn, allora limsupc, = 1, liminfc, = -1.
N—oo

n—oo

Per quanto riguarda il limite superiore ed inferiordudizionj definiamo:

limsupf(x) =lim  sup f(X),
X=X%o 175 xe(xo—11, X0 +11),
X#Xo

I|m|nf f(x) = I|m inf f(X).
17—0 X€(Xo— nxoxo+n)

Il senso di queste definizioni dovrebbe essere owvio. Il cidonite superiore e inferiore pex — +oo €
sostanzialmente analogo a quello delle successioni. Inhaago, i limiti superiore ed inferiore di funzioni
godono delle medesime proprieta di quelli delle succegstmme sarebbe facile dimostrare ricorrendo alle

medesime tecniche utilizzate nel caso dei limiti di sucogss
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4. Nozioni di topologia

Per poter andare avanti e dimostrare risultati importatthiamo bisogno di qualche altro concetto
generale che ci permettera peraltro di comprendere méglmcetto di limite. Le nozioni che intro-
duciamo in questo paragrafo fanno parte di quella partéadelisi matematica che prende il nome di
topologig di cui esponiamo le idee pil elementari.

Noi lavoreremo sempre iR, cioé nellarettareale; tutti i concetti qui esposti si generalizzano pero
senza problemiin generesenza alcuna modificeostanzialealle dimostrazioni, &", n > 1, cioé
a spazi di dimensione (finita) qualsiasi. Qualche teoremiagwere una dimostrazione pit sempli-
ce se si sfrutta esplicitamente I'unidimensionalita, mapreferiremo la dimostrazione facilmente
generalizzabile al caso multidimensionale.

4.1. Punti esterni, interni, di frontiera e di accumulazion e

Nel seguito, ogni volta che menzioneremo il complemei#odi un insiemeA c R, si intende che
I'insieme contesto e tuttB.

Dato un punta € R, unintorno di a € l'intervallo aperto L(a) = (a— ¢,a+ &). Dato un insieme
A C R, un puntob € R si dicenterno ad A se esiste un intorno di contenuto inA, cioe sede > 0
tale che b — &,b + &) c A. Si dice cheb é esterno ad A se & interno al complementareAli cioé se
de > Otale chelf — &,b + &) c CA. Sidice cheb & b1 rroNTIERA per A se non & interno né esterno,
cioé seve > 0 (b— &, b+ &) contiene sia punti che fanno parteAlche punti che non fanno parte Ali

Le afermazioni contenute nei seguenti esempi sono banali elarehe verificate per esercizio.

Esempio 4. SeA = (a,b) € un intervallo aperto, tutti gl tali chea < x < b (cioeé tutti i punti diA)
sono interni, tutti glix tali chex < a 0 x > b sono esternia e b sono di frontiera.

Esempio 5. SeA = [a,b] & un intervallo chiuso, tutti glk tali chea < x < b sono interni, tutti glix
tali chex < a0 x> b (cioe tutti i punti chenonfanno parte dA) sono esternia e b sono di frontiera.

Esempio 6. SiaA = {1/n}, n € N. Nessun punto € interno; tutti gtie R talichex # 0 ex # 1/n
sono esterni, 0 e tutti i punti di sono punti di frontiera.

Esempio 7. Consideriamo I'insiem& dei numeri razionali come sottoinsieme dei reali. Allorane
sun punto € interno né esterno ed ogni numero reale (ragi@maleno) € un punto di frontierefatti

ogni intervallo ¢, B), per quanto piccolo, contiene sia numeri razionali che@ninrazionali.

L' INTERNO O PARTE INTERNA di Un insiemeA ¢ l'insieme dei suoi punti interni, e si indica con |l
simbolo A. La rronTiERA di UN insiemeA é l'insieme dei suoi punti di frontiera e si indica con |l
simbolodA.
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Esempio 8. Facendo riferimento agli esempi precedenti, I'internordiniervallo apertod, b) coinci-
de con l'intervallo medesimo, I'interno di un intervalloiako [a, b] € I'intervallo aperto &, b), I'inter-
no dell'insiemeA dell’esempio 6 e 'interno dell’insieme dei razionali énsieme vuoto. La frontiera
di un intervallo aperto o chiuso coincide con i suoi estréanirontiera dell'insiemeA dell’esempio 6
e AU {0}, e la frontiera dell'insieme dei razionali & I'insieme dittu reali.

Un puntob si dicepunto pr accuMuLAZIONE per 'insiemeA se ogni intorno db contiene un elemento
di A diverso dab, cioé se¥e dc tale chec # b, c € A. La condizione che il puntc debba essere
diverso dab €, come vedremo, essenziale per dare una definizione issgitesed utile. L'insieme dei
punti di accumulazione dh viene dettansieme perivaro di A e siindica cornd’.

Un puntob si dicerunto 1soLaro dell’insiemeAseb e Aede > O tale p — &, b + £) non contiene
altri punti diA (cioe seb—g,b+ &) n A= {b}).

Esempio 9. Sempre facendo riferimento agli esempi precedenti, sizamd dell’esempio 4 che in
quello dell’esempio 5, tutti i punti di un intervallo, aper chiuso che sia, cosi come i suoi estremi
sono punti di accumulazione, e nessun punto € isolato; el @ell’esempio 6 solo 0 &€ un punto di
accumulazione e tutti i punti di sono isolati, mentre ogni numero reale & un punto di accuzitia
dei razionali (e nessun punto € isolato). La verifica di que$ermazioni &€ banale.

Proposizione 5.Se b & un punto di accumulazione per l'insieme A, allora ogtarno di b contiene
infiniti punti di A.

Dimostrazione.Seb & un punto di accumulazione, allorbx; tale chex; # b, x; € A. Siag; =
|x, —b| > 0; allora, essendb un punto di accumulazione pArin (b— &1, b+ &1) esiste unxy, xo # b,
X2 € A, ed ovviamente # X; (perché per costruzione € pil vicino ab di x1). Siagy = |2 —b| > 0;
allora, essendb un punto di accumulazione péy; in (b — 2, b + &) esiste unxz, X3 # b, X3 € A,
diverso dax, e daxy, e cosi via. O

Ne segue che se un insieme possiede almeno un punto di aeaiome!, allora I'insieme contiene
infiniti elementi (solo insiemi infiniti possono avere pudtiaccumulazione).

Non vi € alcuna relazione tra I'essere punto di accumul&zieappartenere all'insieme consi-
derato: un punto di accumulazione puo far parte o pud nondee mlell'insieme di cui € punto di
accumulazione. Tutti i punti interni di un insieme sono pdnaccumulazione, com’@ owid(c A'),
mentre i punti di frontiera possono essere di accumulaziomee possono non esserlo. Tutti i punti
esterni ad un insieme invece non possono essere punti dinatazione. Tutti i punti isolati di un
insieme sono punti di frontiera, ed ogni punto di frontie@igolato o di accumulazione (infatti se un
puntob € dA non & isolato, allor&s > 0 esiste un elemento @i diverso dab contenuto imA, e cioé
e di accumulazione).
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La definizione di limite di funzione per — xg potrebbe essere a questo punto modificata nel modo
seguente:

Sia Xg un punto di accumulazione del dominio D della funzionaLfora piremo chE lim f(X) = |
SEVe>036>0maEcHEX€ D, 0< X=X <= [f(X) -] <e. e

Infatti non € necessario chiedere che la funzibrsta definitaovunquenell’intervallo 0 < [x— Xg| <
J, ma é necessario che mi possa avvicinare arbitrariamergerimanendo nel domini@ di f, e
cioé che comunque scelga> 0 I'insieme 0< |X — Xg| < § contenga punti dA, cioé che l'intervallo
(%0— 6, Xp +6) contenga punti dD diversi daxg, ovvero chexg sia appunto un punto di accumulazione
perD. Questa definizione, leggermente generalizzata, permietgre senso a limiti come:
sind
E—% sinil(

X

=1

sin(1/x)
sin(1/x)

e definita. La definizione data precedentemente di limitexper 0 non sarebbe stata applicabile,

Infatti la funzione

e definita pex €e R max # 0 ex # 1/kr, k € Z, e vale 1 laddove essa

perché non esiste alcun intervallo della formaa]® (b, 0),a > 0, b < 0, in cui la funzione & definita
(infatti per ognia, b tali intervalli contengono punti della formgHz in cui la funzione non é definita,
per qualchek suficientemente grande). Ma l'origine & chiaramente un puntacdumulazione del
campo di definizione per cui € possibile utilizzare la deforie, pit generale, data dianzi.

4.2. Insiemi aperti e chiusi

Un insiemeA viene dettosperTo SEA = A, cioé se tutti i punti diA sono interni; in altri terminiA &
aperto se/x € Ade > O tale che x—¢, Xx+¢) c A. Detto ancora in un altro modo, un insieme & aperto
se ogni punto dell’insieme ammette un intorno contenutbimgkeme medesimo. Linsieme vuotb
viene considerato aperto per definizione. Un insiéfngene dettacaiuso se il suo complementare é
aperto.

Esempio 10.R €& chiuso, perché il complementare, I'insieme vuoto, pemdefine & aperto.R
€ aperto, perché ogni numero reale possiede un intaualgiasiintorno!) contenuto irR. Quindi
I'insieme vuoto, che e il complementareR]ié chiuso. Abbiamo cosi verificato che tuite I'insieme
vuoto sonocontemporaneamente aperti e chiuSii potrebbe dimostrare che sono giici insiemi
contemporaneamente aperti e chiusi.

Esempio 11.Un intervallo aperto & un insieme aperto. Infatti, 8ia (a, b); allorax € A vuol dire
a < x < b, e quindi basta prenderefe < min(x — a,b — X) per averex — ¢ > a, X+ € < b per cui
(X—&,x+ &) C (a b). Analogamente<{co, b) € (a, +o0) sono insiemi aperti.

Esempio 12.Un intervallo chiuso & un insieme chiuso. Infatti, #ia= ([a, b] il complementare
dell'intervallo chiuso §, b], e dimostriamo che\ € aperto. Ora, sg € A, allorax < ao x > b. Nel
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primo caso, sia x € < a— x: allorax+ & < aper cui x—&,Xx+ &) c A. Nel secondo caso, sia
0 < &< x—b: allorax—e& > bper cui k- ¢, x+ &) c A. Analogamente anche-¢o, b] e [a, +o0) sono
chiusi.

Esempio 13.Intervalli del tipo @, b] e [a, b) sono esempi di insiemi né aperti né chiusi.

Enunciamo il primo dei due principali teoremi sugli insieagerti e chiusi. Per farlo dobbiamo
introdurre una semplice notazione.

SiaS uninsieme arbitrariodi sottoinsiemi diR. Indichiamo COU A o semplicemente cop A

AcS
I'unione ditutti gli insiemi A che fanno parte df, cioé:

erA se JAe Stalechexe A.
AeS

Indichiamo coﬂ A o semplicemente cgn A l'intersezione dtutti gli insiemi A che fanno parte di

N AeS
S, cioe:

X € ﬂA se VAeS: xeA
AeS
Si noti che in questo modo abbiamo dato significato all’'uaiorall'intersezione di un numeinfinito
di insiemi.
Vale allora il seguente teorema.

Teorema 16. Le unioni ed intersezioni di insiemi aperti o chiusi sodaisf le seguenti proprieta:

1. L’unioneU A di un insieme arbitrariaS di insiemi aperti & aperto.
AeS

n
2. L'intersezione di un numefiito di insiemi apertiﬂ A € aperto.
k=1
: L'intersezionﬂ A di un insieme arbitrariaS di insiemi chiusi & chiuso.
AcS

w

n

. L'unione di un numerdinito di insiemi chiusiU A € chiuso.
k=1

N

Dimostrazione.Sex € U A vuol dire che esiste uAg € S tale chex € Ag. Essenddd, aperto,
AeS
Jde > Otale chex—¢,Xx+¢&) c Ag e quindi ancheX-¢, X+ ¢) C U A, da cui il punto 1 del teorema.
AeS

n
Siano orady, ..., A, insiemi aperti. Se € ﬂ Agalloraxe A, k=1,...,n,quindidey,..., e >
k=1
Otaliche k—e1,X+¢&1) CAq, ..., X—&n, X+ &n) C Ap. Ponende = min(ey, ..., en) > 0 abbiamo
n

dunque chepek=1,...,n(X—&,X+ &) C(X— &k X+ &k C A, e quindi K— &, X+ &) C ﬂAk, da

k=1
cui il punto 2 del teorema.
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Se teniamo conto che il complementare di un insieme apertius@ e viceversa, che il comple-
mentare dell’'unione é l'intersezione dei complementarhe it complementare dell'intersezione &
I'unione dei complementari il punto 3 segue dal punto 1 ediiitp 4 segue dal punto 2. m|

Nel caso dell'intersezione di aperti e dell'unione di chitipotesi della finitezza del numero di
insiemi &€ essenziale. Infatti, consideriamo il seguerg&meinfinito di intervalli aperti:

Ikz(—l—%,1+%), keN, k> 2.

L'intersezione di tutti gli intervallily & allora I'intervallochiuso[-1, 1]: infatti tutti gli x € R, -1 <
x < 1 sono contenuti in tutti glik, mentre ognix > 1, X < —1 non é contenuto in tutti glix conk
suficientemente grande (basta prendere 1/(x — 1) sex > 1 ovverok > 1/(-x — 1) sex < —1).
Analogamente, consideriamo il seguente insiémfieito di intervalli chiusi:

1 1
Jk: —1+E,1—E], kEN,kZZ

L'unione di tutti gli intervalli J; € allora I'intervalloaperto(—1, 1): infatti tutti gli x > 1, x < -1 non
fanno parte di nessudk, mentre ogni tale che-1 < x < 1 fa parte di tutti iJy conk suficientemente
grande (basta prendeke> 1/(1 — X) se O< x < 1 ovwverok > 1/(x+ 1) se-1 < x < 0).

Esempio 14.Ogni insieme finito{Xy, . .., Xy} € chiuso. Infatti il suo complementare e I'unione degl
intervalli aperti (oo, X1), (X1, X2), .. ., (XN, +00).

Proposizione 6.La parte internaA di un insieme & un insieme aperto.
Dimostrazione.Segue immediatamente dalla definizione di punto internonddsieme. m|
La cuiusura A di un insiemeA & I'unione diA e della sua frontiera:
A=AUGA
Il nome é giustificato dalla seguente proposizione.
Proposizione 7.La chiusura di un insieme & un insieme chiuso.

Dimostrazione.Dato un insiemeA, ogni puntox & o interno, o esterno o di frontiera; se € interno
fa parte diA, se €& esterno non fa parte Ali 1l complementare della chiusura Aidunque coinci-
de con linsieme dei punti esterni &l Ricordando la definizione di punto esterno, la tesi segue

immediatamente. O

Osservazione 21.La parte intern@ di un insieme é “il pit grande” insieme aperto contenut@\in
La chiusuraA di un insiemeA & “il pil piccolo” insieme chiuso contenente
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Un insiemeA si dicepenso v BseA c BeA = B. Ad es. i razionali sono densi nei ree@: =R.

Teorema 17.Dato Ac R, le seguenti tre giermazioni sono equivalenti:
1. A é chiuso,
2. 0ACA,
3. A contiene i suoi punti di accumulazion€ @AA).

Dimostrazione.E suficiente dimostrare che% 2= 3= 1.

1= 2. Bisogna dimostrare che e chiuso ex ¢ A allorax ¢ dA. Ma seA & chiuso allorel A &
aperto per cui s& ¢ A allorax é esterno ad\ e quindi non ¢ di frontiera.

2 = 3. Sex & un punto di accumulazione Aiallorax non & esterno a4, per cuix & o interno ad
A (e quindie A) o di frontiera. Quindix € AU dA, ma sedA c Aallorax € A.

3= 1. Sex e CA allora poichéA contiene i suoi punti di accumulazionenon & un punto
di accumulazione e quindie > O tale che X — &, X + £€) non contiene alcun punto di. Quindi
(x—¢&,x+ &) c CA, quindi CA & aperto, quindA & chiuso. O

4.3. Teorema di Bolzano-Weierstrass

Questo paragrafo é dedicato ad un teorema che dimostrstéeza di punti di accumulazione per un
insieme sotto opportune condizioni. E un teorema centraid’gnalisi, da cui dipendono molti altri
teoremi importanti.

Teorema 18(Bolzano-Weierstrass)Un insieme limitato e infinito possiede almeno un punto duacc
mulazione.

Dimostrazione.La tecnica di dimostrazione utilizzata € altrettanto intpote del teorema medesimo,
e verra utilizzata per dimostrare altri importanti teoremi

SiaA c R, limitato — e cio€A c [a, b] per qualchea,b € R — e infinito — cio€A possiede infiniti
elementi. Siac = (a + b)/2, cioé il punto medio dell'intervallod, b] che contieneA; allora, se
consideriamo i due intervallg] c] e [c, b], almeno uno dei due deve contenere infiniti elementi:di A
altrimenti Anon sarebbe un insieme infinito; quindi possiamo semprdisoegra i due semi-intervalli
uno che contenga infiniti elementi Ai(se entrambe contengono infiniti elementiAdine scegliamo
uno arbitrariamente, ad es. scegliamo quello pil a desta#g.nuovo intervallo lo chiamiama{, bq]:
chiaramente @; = a,b; = coa; = ¢, by = b, a seconda se abbiamo preso quello di destra o quello di
sinistra. Ma se anched, b;] contiene infiniti elementi dA, possiamo ripetere la costruzione appena
fatta dividendo tale intervallo a meta e scegliendo unadhle meta che contiene infiniti elementi di
A, ottenendo un intervallaap, by] che contiene anch’esso infiniti elementiAle cosi via.

In definitiva, abbiamo ottenuto una successi¢f@g, bx]} di intervalli, tutti contenuti 'uno dentro
I'altro, e che contengono tutti infiniti elementi 4i Osserviamo che:
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1. la successiong} € crescenteay 1 > ay;
2. la successionfh} € decrescentdo 1 < by;

3. la successiongy) € limitata dall’alto:ax < b;

4. la successionfhy} € limitata dal bassdy > a.
Ne segue che per il teoremaa — a ebx — B perk — co. Mabe — ax = (b — a)/2%, per cui
by —ax — 0, e quindiB = a.

Abbiamo dunque definito un punta Dimostriamo ora che & un punto di accumulazione par

Siae > 0 qualsiasi, anche molto piccolo, e consideriamo l'inthovy — ¢, a + ). Poichéay " «
esistek; tale chevk > k; ax € (@—¢, ), e poichéy \, B = a esistek, tale chevk > ko b € (a, a+&).
PonendK = max(, k»), abbiamo allora che l'intervallak, bk ] € contenuto in¢ — &, a+&). Poiché
[ak, bk] contiene infiniti elementi diA, ne contiene almeno uno diverso @ache quindi &€ un punto

di accumulazione. O

4.4. Compattezza

In questo paragrafo dimostreremo importanti proprietdi diegjemi chiusi e limitati. Le conseguenze
dei teoremi, apparentemente astratti, che dimostreremssadono molto importanti.
Un insieme chiuso e limitato viene detto ancloerarto.

Teorema 19. Sia A un insieme chiuso e limitato. Allora A ammette massimaano.

Dimostrazione.Noi sappiamo gia che un insieme semplicemente limitato aterastremo superiore
ed estremo inferiore. Si tratta ora di dimostrare che se Beackiuso allora gli estremi superiore ed
inferiore sono rispettivamente il massimo ed il minimo.

Siaa = inf A. @ non puo essere interno @q perché allora esisterebbero elementAdninori di «
e quindia non sarebbe un maggiorante, e non pudé nemmeno essere egtéreerché innanzitutto
essendo un minorante non possono esistere elemefhtndiori di o, e se fosse esterno esisterebbero
anche numerninaggioridi a che non fanno parte di e quindia non sarebb#& massimadei minoranti.
Quindi e un punto di frontiera, ed essendo I'insiefkehiuso per il teorema 1@ € A, e quindi & il
minimo.

Si ragiona in modo simile per I'estremo superiore. Sia supA. Per ragioni analoghgg deve
essere punto di frontiera p&r ed essendd chiusog € A e quindi € il massimo. |

Il seguente teorema caratterizza gli insiemi compattiimiei delle successioni in essi contenute.

Teorema 20. Ogni successione a valori in un insieme chiuso e limitato Anatite una sottosucces-
sione convergente con limite in A. Viceversa, se ogni sstm&s a valori in un insieme A ammette
una sottosuccessione convergente con limite in A, allorecigso e limitato.
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Dimostrazione.Dimostriamo la prima delle duefarmazioni. SiaA chiuso e limitato, e sidy} una
successione contenutafn ax € A. Ora, si osservi che i valori assunti dalla successioneralreadik
non devono essere necessariamente tutti diversi, quindidme dei valori assunti dalla successione
non & necessariamente infinito; ad esAse [-2,2] e a, = (-1)%, l'insieme dei valori assunti dalla
successiongay} € formato solo dai numeril e 1 e quindi € un insieme finito.

Assumiamo dunque cheyk} assuma un insiemf@nito di valori in A. Allora almeno uno di questi
valori @ € A deve essere assunto per una infinita di valori dell'indicehe posso ordinare in modo
crescente:

a, =a, Ky oo,

e quindi abbiamo costruito banalmente una sottosuccessmmvergente che ammette limiteAn

Assumiamo ora invece chigy} assuma un insiemmfinito di valori in A. Allora tale insieme
ammette almeno un punto di accumulazienger il teorema di Bolzano-Weierstrass, essendo infinito
e limitato (perché contenuto iA, che e limitato per ipotesi). Essendochiuso,a € A. Sia ora
&n = 1/n. Essendar punto di accumulazione dell'insieme dei valori della swsigne,¥n Ik, tale
cheay, € (¢ —en, @ +&n), &, # a. Poiché in ciascuno degli intorni consideratidper la proposizione
5 posso sceglierk, grande a piacere, posso scegligge> k,_1 € quindik, ' co. Abbiamo cosi
costruito una sottosuccessiof&, } che tende a € A poichélay, — a| < en — 0.

Dimostriamo ora la second@@ermazione contenuta nel teorema.

A deve essere limitato. S&enon € limitato superiormente, allokk € N Jax € Atale cheay > k;
ma alloraay ,” +oc0 € non contiene alcuna sottosuccessione convergente. gamaénte si dimostra
cheA é limitato inferiormente.

SeAha un numero finito di elementi allora € chiuso e non abbiarno dh dimostrare. Assumiamo
pertanto che\ ha un numero finito di elementi. Allora per il teorema di Bolaa/Veierstrass ammette
punti di accumulazione. Siaun punto di accumulazione &, e dimostriamo che € A. Utilizzando
la medesima tecnica di prima, sig= 1/n; quindi ogni intervallo ¢—&n, a+&,) contiene un elemento
a, di Adiverso dav. Ma la successione cosi costruita converge ovviamentg iadieme a tutte le sue
sottosuccessioni, e quindi per ipotest A. Poiché dunqué contiene i suoi punti di accumulazione,
per il teorema 1A é chiuso. m|

Osservazione 22 In realta un insieme viene definito compatto se ogni sucgessi valori in esso possiede una
sottosuccessione convergente. Il teorema precedentedaimostra che ik ogni insieme compatto e chiuso
e limitato, e viceversa. In realta tale teorema vale, cortieglialtri in questo paragrafo, anche i, cioé in
spazi di dimensiona > 1. Esistono insiemi chiusi e limitati che non sono compatté per i quali il teorema
precedente e falso) solo in spazi infinito-dimensionaliyedi largamente al di sopra del nostro livello. Per
questo abbiamo scelto di dare la definizione pit semplicesiime compatto come insieme chiuso e limitato.
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SiaA c R. Unricoprivento di A € insieme arbitrarig di insiemi aperti tali che:

ACUU,

UeF

cioe tale ché sia contenuto nell’'unione degli insiemi apertifi(si dice anche chA éricoperro dagli insiemi
U che fanno parte df). In altre parole, ognk € A & anche elemento di qualches F.

Sia¥ un ricoprimento diA, e siaF; C F, cioé un sottoinsieme dell'insienye degli apertiU che ricoprono
A, tale cheanche il sottoinsiemé; ricopra A gli apertiU contenuti inF; sono stficienti in altri termini a
ricoprire A. Allora ¥ viene dettasorroricorrivento del ricoprimentoF. Un ricoprimento viene dettanito
se é formato da un numero finito di insiemi apéHi ..., Uy.

Vale allora il seguente fondamentale teorema.

Teorema 21 (Heine-Borel) Un insieme A € chiuso e limitato se e solo se ogni ricoprimemonette un
sottoricoprimento finito.

Dimostrazione.Dimostriamo prima che sé é chiuso e limitato allora ogni ricoprimento i ammette un
sottoricoprimento finito.

A é limitato, quindiA c [a, b]. Assumiamo per assurdo che esista un ricoprimgnti A che non ammetta
alcun sottoricoprimento finitoUtilizzando la stessa tecnica utilizzata per dimostrareebrema di Bolzano-
Weierstrassdividiamo l'intervallo [a, b] in due parti uguali &, c] e [c, b]; allora An[a,c] e An[c,b] sono
anch’essi chiusi e limitati, ed esistono due sottoinsi&me 7 di F tali cheF” ricopreAn [a,c], ¥ ricopre
Anfc.bleF UuF” = F (sitratta di una iermazione banale: basta mettererintutti gli U di # che hanno
intersezione non vuota cafN [a, c] e in F” tutti gli U di ¥ che hanno intersezione non vuota @n [c, b]).
Almeno uno dei due ricoprimenti’ di An[a,c] eF” di AN [c, b] non deve ammettere un sottoricoprimento
finito: se entrambe ammettessero un sottoricoprimento finitoidhe dei due sottoricoprimenti finiti sarebbe
un sottoricoprimento finito dfr ma noi abbiamo fatto I'assunzione che tale sottoricopriménito non esista.
Sia dunquedy, b;] uno dei due intervallig, ], [c, b], tale cheA; = AN [as, bi] ha un ricoprimentor; che non
ammette un sottoricoprimento finitd{ € ¥’ o ¥ a seconda di quale intervallo abbiamo scelto).

A; si trova nelle medesime condizioni 4j per cui possiamo ripetere la medesima costruzione edeséen
un insiemeA,; ricoperto daf il quale non ammette un sottoricoprimento finito, e cosi via.

Ragionando come nella dimostrazione del teorema di Bok¥eierstrass, abbiamo due successni” a,
bk \\ 8 = a, ed esiste uik grande a piacere tale clig c [ax,bk], che contiene elementi di, & ricoperto da
F« che non ammette sottoricoprimento finito. Ma cid e impossibnfatti, siaa € A c [ax, bk], e siaU € F,

U > a. EssenddJ aperto, seK & suficientemente grandeyf, bx] ¢ U, e quindiposso mettere ifFk solo
U, ottenendo un ricoprimento finita cui esistenza era stata negata per assurdo. La primadehteorema é
quindi dimostrata.

Per quanto riguarda la seconda parte del teorema, dimostfigima che I'insieme\ & limitato. Possiamo
costruire un ricoprimento dA considerando I'insiem& degli intervalli della formax— 1, x+ 1), Yx € A: é
evidente che si tratta di un ricoprimento. Se esiste ungotjorimento finito, formato d&/ intervalli, allora

1A non puod essere vuoto. Infatti se lo fosse allora potrei @eid, vuoto e ricoprire il nulla col nulla, ottenendo un
ricoprimentofinito, perché costituito da 0 elementi.
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I'insiemeA e contenuto nella loro unione, e quindi & contenuto al massirn intervallo lungaM, e quindi
limitato.

Per dimostrare la seconda parte del teorema, dobbiamo tlarmsheA é chiuso. S\ e vuoto, € chiuso.
SeA e un insieme finito, & pure chiuso. Resta quindi solo da cenaid il caso in cul sia un insieme infinito.
Dimostreremo in questo caso per assurdo che I'insi@neentiene i suoi punti di accumulazione e quindi
chiuso per il teorema 17.

Se A é infinito, essendo limitato per quanto osservato sopra gessedere almeno un punto di accumu-
lazione Xy, per il teorema di Bolzano-Weierstrass, ed ammettiamo gsurdo chexy ¢ A. Costriuamo un
ricoprimentoF nel modo seguente: per ognie A, sia 0< &(X) < [X — Xg|, Ci0é un numero positivo minore
della distanza tr& ed il punto di accumulaziong) (xo non fa parte diA quindi la distanza tra un punto qual-
siasi diA e xo € sempre maggiore di 0), e ricopriamAccon ¥ = {(Xx — &(x), X + &(X))}. F & ovviamente un
ricoprimento diA, in quanto ogni punta di A & contenuto in almeno uno degli intervalli che costituiscgn
(ad es. X — &(X), X+ &(X))); si osservi ch@essuno di tali intervalli contiene il punto di accumulazoy. Ma
per ipotesi ammettiamo che esista un sottoricoprimenttofulii#: sia tale sottoricoprimento finito formato
dagliintervallily, = (x — s(xklel, Xk + e(x), k = 1,..., M. Ora, nessuno di tali intervalli contieng, e quindi
nemmeno la loro unionB = U Ix. Ma la distanza dxg da ciascun intervalle € maggiore di O e quindi anche

k=1
la distanza d&B da xp € maggiore di 0, e quindip € esterno 8. Ma siccomeB contieneA (€ I'unione di

intervalli che formano un ricoprimento &), xo € anche esternoA, il che contraddice l'ipotesi chg, sia un
punto di accumulazione. m|

4.5. Successioni fondamentali

Ci resta da dimostrare un importante teorema che ci perrde#f@ermare I'esistenza del limite per
tutte le successioni che soddisfano una semplice coneizidale teorema dipende dal teorema di
Bolzano-Weierstrass, e quindi viene dimostrato solo adess

Una succession@,} viene dettauccESSIONE FONDAMENTALE OVVET0SUCCESSIONE DI CaucHy SeVe > 0
AN tale chen,m> N = |a, — an| < &. In altri termini, in una successione fondamentale f&edenza
tra due valori della successione € piccola a piacere, pynaraa gli indici séficientemente grandi:
per valori grandi dell'indice una successione fondameritedria poco”, sempre di meno man mano
che gli indici diventano sempre pit grandi.

Proposizione 8.Una successione fondamentale € limitata.

Dimostrazione.Prendiamo nella definizione di successione fondameatalé. DunquedN tale che
sen,m> N allorala, — am| < 1. In particolare, posso prendare= N + 1 ed ottenere:

Yn>N: any1—l<apn<an:g+1

cioé sen > N allora la successione & compresadfga; — 1 eanyy + 1. D’altra parte, sen < N,
abbiamo un numero finito di elementi della successione, ethsiame finito di numeri ammette
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sempre massimo e minimo: sia pertaagpil pit piccolo eay, il pit grande deglay, ..., ay. Allora
chiaramente:
vn: min(@n,, an+1 — 1) < ay < max@n,, ans1 + 1).

Teorema 22. Una successione ammette limite finito se e solo se & fondaleent

Dimostrazione.Se lim a, = |, allora:
N—oo

Ye>03dN: n>N:>|an—I|<§.

Quindi se sian chem sono maggiori dN abbiamo:

lan —aml=lan— I+l —aml <lan -l +lam -l < 5 +

:8’

NI &

e la prima meta del teorema é dimostrata.
Viceversa, sidan} una successione fondamentale. Per la proposiziorfa,B¢ limitata e per il
teorema 20 ammette una sottosuccess|apng convergente:

fm <.
cioe:
Ve>03K: k> K1—>|ank—l|<g.

Ma ng — oo e quindi:
YM>03dKy,>0: ng>M,

ed essend¢a,} una successione fondamentale abbiamo pure:
Ye>0dM: nm>M=l|a,—ay < g
QuindiVe > 0 sen > M ek > max(Ky, Ky):
E E
80— Il =1an — @ + an — Il <lan — @l +lan -~ < 5 + 5 =&,
ed il teorema & dunque dimostrato. m|

5. Funzioni continue: definizioni e proprieta elementari

Una funzione continua € intuitivamente una funzione “che faosalti”. Questo concetto intuitivo
e tuttavia molto lontano da una formulazione matematicétasa grado di portare a risultati utili.
Definiamo ora in modo matematicamente corretto il conceiteodtinuita di una funzione di una
variabile reale, e studiamo le proprieta elementari delteioni continue di una variabile reale.
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5.1. Definizioni ed esempi

Una funzionef(x) € conTinua in un puntoxg appartenente al proprio dominio doﬁ)n(sexlir)p0 f(x) =
f(Xo). In altri termini, la funzionef (x) & continua inxy se:

Ve>03d6>0: [Xx—Xx<d=|f(X)- f(X) <e. (35)

Per poter parlare di continuita della funziomenel puntoxg, pertanto, non solo il puntgy deve
far parte del dominio della funzione (altrimenti non possiascriveref(xg)), ma deve avere senso
parlare di limite perx — Xp: pertanto per poter dare un senso alla (35) dobbiamo assurherxg
sia unpunto di accumulaziondel dominio della funzione: ad es. (ma non solo) un puntarimtel
dominio, o, se il dominio & un intervallo, uno degli estrerall’thtervallo. La definizione data dunque
non si applica se il puntgg € un punto che fa parte del dominio della funzione, ma non éuntopdi
accumulazione, e cioé sg € unpunto isolatodel dominio; tipicamente una funzione viene definita
continua “per default” in un punto isolato, ma la continuitélle funzioni definite in un solo punto
non € un argomento che ci appassiona.

Noi siamo passati dal definire la continuita di una funziomem punto utilizzando il limite alla
(35) utilizzando ladefinizionedi limite in modo diretto, “in termini die e §". Si osservi che non
abbiamo scritto O< |X — Xg| < 8, ma solo|x — Xg| < §: infatti essendo la funzione definita X3 non
abbiamo bisogno di escludere tale punto, ed essendo ilevekdrlimite esattamente uguale al valore
della funzione inxg il secondo membro dell’implicazione contenuta nella (35uéomaticamente
soddisfatto quandg = Xxg.

Una funzione € continua in un insierhe dom(f) se é continua in ogni punto dell’insienhe

Se Xlrlg f(X) = f(Xo) si dice che la funziond € conTINUA DA DESTRA iN Xg. Analogamente se

lim f(x) = f(Xo) si dice che la funziond & cONTINUA DA SINISTRA.
X—)X6

Esempio 15. Tutti i teoremi che abbiamo dimostrato precedentementdiraiii ci forniscono una
ampia dotazione di funzioni continue. In particolare:

e Una funzione costant&(x) = ¢ & continua.

e La funzione identitaf (X) = x & continua.

e La somma di due funzioni continue & una funzione continua.

e |l prodotto di due funzioni continue & una funzione continua

e |l quoziente di due funzioni continue & una funzione cordinu

e Lafunzionef(x) = x, a € R, & continua per ogrk in cui & definita (cioé per ogni sea > 0,

e per ognix # 0 sea < 0).
e Le funzioni f(x) = a* (a> 0), f(x) = logy x (a> 0,a # 1) sono continue nel loro dominio.
e Un polinomio é una funzione continua.
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e Una funzione razionale & una funzione continua dove é deficibe dove il denominatore non
si annulla).
E utile rintracciare i teoremi e le osservazioni sui limtiecpermettono di verificare tali asserzioni.

Esempio 16.E immediato verificare che sk g sono funzioni continue irA c R allora max(, g) e
min(f, g) sono pure funzioni continue iA. Da questo segue che $& una funzione continua, anche
|f] = max(f, — f) & una funzione continua (e quindi anche la parte posttiva (f + |f|)/2 e la parte
negativaf_ = (|f| — )/2).

Esempio 17.Siah(x) = f(g(x)), dove il dominio dif contiene il codominio dg, siag continua inxg

e f continua ing(Xg). Allora h(x) & continua inxg: cid segue immediatamente dal teorema sul limite
delle funzioni composte. Si osservi che la condizione aggia, per la quale in un intorno dy la
funzioneg deve assumere il valoigXg) solo inxg, non &€ necessaria per la medesima ragione per la
quale nella definizione di continuita (35) scriviamo sple- Xg| < 6 € non 0< |[X — Xl < 6.

Esempio 18.La funzionef(x) = sinx & continua in ognk. Infatti:

X+ Xo . X=X . X—Xo
sin < 2sin
2 SNt =esih——

| sinX — sinXg| = 2 cos

il cui limite per x — xg € 0. La continuita della funzione casche potrebbe comunque essere dimo-
strata in modo analogo, segue dalle formule della trigorinanelementare, cosi come la continuita
della funzione tax ove definita.

Esempio 19. Consideriamo ldunzione gradino

0 sex<O,
f(x) =

1 sex>0.
Allora f(x) & continua per ogrx # 0, e discontinua irx = 0.

Esempio 20. In questo esempio abbiamo un esempio di una funzione deéinitaque ed ovunque
discontinua. Sia(X) la funzione di Dirichlet

0 sexeR\Q,
H(X) =
1 sexeQ.
Allora u(x) e discontinug’/x € R. Infatti in ogni intervallo & — 6, x + ), Sia sex & razionale sia seé
irrazionale, esistono sempre sia humeri razionali che niurazonali, per quanto sia piccolb> 0, e
quindi in ogni tale intervallo esistono punti in cui la fuamie vale 0 e punti in cui la funzione vale 1,
che quindi non pud essere continua.
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Esempio 21. Quest'esempio & ancora pil “esotico” ed & piuttosto lon@aloconcetto intuitivo di

1]

funzione continua perché “non fa salti”. Scriviamo ogni raxo razionalex come frazionep/q,
ridotta ai minimi termini (gcdp, q) = 1): come € noto, cid pud essere fatto in modo unico, a meno del
segno. Definiamo quindi:

0 sexe R\ Q,

1
? sexe Q.

f(x) =

Allora f(x) & continua sugli irrazionali e discontinua sui razionalnfatti, sexg € razionale,f ha un
valore /g2 > 0, ma in ogni intervalloXo — 6, Xo + 6) esistono degli irrazionali (infiniti irrazionali), in
cui la funzione vale 0: pertanto, per quanto piccolo prefida differenza fraf (xo) = 1/¢? e alcuni
dei punti in o — 6, X0+ 6) (gli irrazionali in cui f vale 0) resta pari a/tf? e quindi non pud essere resa
piccola a piacere; quindi & discontinua sui razionali. Viceversa,»gge irrazionale, consideriamo di
nuovo l'intervallo o — d, xo + 6); allora f(xg) = 0, e man mano che prendianmigempre piu piccolo i
razionali contenuti inXp — &, X0 + 6) approssimano sempre meglio l'irrazionatg e quindi hanno dei
denominatorig sempre piu grandi: pertanto nei razionali dell'intervalig — 6, Xo + 6) la funzione f

ha un valore pari a/t? > 0 maqg — oo quandas — 0 pertantof (X) — 0 = f(Xp) quandox — Xo, da
cui la sua continuita.

Un altro teorema sui limiti che si generalizza immediataraetlie funzioni continue é il seguente.

Teorema 23(Permanenza del segndgia f(x) definita in un intervallo I, sia € | e sia f continua
in Xp, f(Xo) > 0. Allora esiste un intorno dixin cui f(x) > 0.

Ovviamente vale un risultato analogo Hg«) < O.

Dimostrazione.Segue immediatamente dal teorema della permanenza del gegit limite e dalla
definizione di funzione continua. m]

E utile anche classificare la natura dei punti in cui una fomzinon & continua. S(?(_)Ii[nf(x) =
Xlimf f(X) # f(xo), cioé i limiti perx — Xy da destra e da sinistra esistono e sono uguali r;.ériﬂ;icono
.
dalxovalore della funzione ixg, si dice chexg € unabpiscoNTINUITA RIMUOVIBILE: in fatti in tal caso
cambiando la definizione della funzione in un puntdefinendo cio& (Xg) pari al limite richiesto —
la funzione puo essere trasformata in una funzione contmug. Se invecex_l>i)g1f(x) # xI|_>rr;0 f(X),
cioe i limiti da destra e da sinistra iy esistono ma sono diversi dice chexg & UNapISCONTINUITA DI

PRIMA SPECIE O DI SALTO, Per ovvie ragioni. In tutti gli altri casi (ad es. anche uotodei due limiti da
destra o da sinistra non esiste 0 € infinito) si parlei@ioNTINUITA DI SECONDA SPECIE.

Esempio 22.Sia:
SX sex# 0,
f(x) =
0 sex = 0.
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Il limite per x — 0 di f(x) & 1, ma la funzione nell’origine vale 0, per cui= 0 & una discontinuita
rimuovibile: cambiando la definizione diin 0 — definendola pari a 1 — otterremmo una funzione
continua.

Esempio 23.La funzione gradino definita nel’esempio 19 ha una discwrité di prima specie o di
salto nell’origine. Infatti il limite perx — 0 da destra € 1 mentre il limite pgr— 0 da sinistra € 0.

Esempio 24.Sia:

Xl=

sex # 0,
f(x) =
0 sex=0.
Allora il limite per x — 0 da destra & c mentre il limite perx — 0 da sinistra é-co, per cui si tratta

di una discontinuita di seconda specie.

Esempio 25. Sia:
e/  sex#0,
f(x) =

0 sex = 0.

Allora il limite per x — 0 da destra &c mentre il limite perx — 0 da sinistra € 0, per cui si tratta
ancora di una discontinuita di seconda specie.

Esempio 26.Sia:
sind sex % 0,
f(x) =
0 sex = 0.
Allora i limiti per x — 0 da destra e da sinistra non esistono, per cui si tratta drondouna

discontinuita di seconda specie.

Osservazione 23.Facendo riferimento all’esempio precedente, se avesséfioitd semplicemente
f(x) = sin(1/x), allora I'origine non sarebbe stata un punto di discoritindi seconda specie, perché
in questo casta funzione non e definita i@. In altri termini, per poter parlare di continuitediscon-
tinuita di una funzione inxo, la funzionedeve essere definita ipxlMmportante: alla domanda
“f(x) = )—1( € una funzione continua?” si deve rispondere “si”, perchéuato x = 0 dove si potrebbe
pensare che la funzione sia discontinua la funzione inaealh € definita, e quindi non si pud parlare
di continuita 0 meno.

5.2. Teorema dell'esistenza degli zeri

Il teorema dell’esistenza degli zeri enuncia una delle petg pit importanti delle funzioni continue,
e giustifica il nome che viene loro dato.
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Teorema 24. Sia f una funzione continua nell'intervallo chiuga b] e sia f discorde agli estremi
dell'intervallo (cioé f(a)f(b) < 0). Allora esistex € (a, b) tale che {a) = 0.

In parole povere, se una funzione continua “parte&’da “arriva fino ab”, in a ha un certo segno
ed inb ha il segno opposto, “da qualche parte in mezzo” e passata Pefsenza saltare”, appunto.

Dimostrazione.Daremo ben due dimostrazioni di questo risultato, perchiéamrbe sono interes-
santi di per sé. In entrambe le dimostrazioni assumiamoféae < 0, f(b) > 0: l'altro caso e
sostanzialmente identico.

Prima dimostrazioneSiaA = {x € [a,b] : f(X) < O} =c [a,b]. L'insieme A non & vuoto, perché
contiene almena. Linsieme A € limitato superiormente, perché tutti gliin A sono minoridib.
PoichéA é non vuoto e limitato superiormente, possiede un estreperiswea. f(a) non pud essere
positivo: infatti se lo fosse per il teorema della permaedel segno esistereblbe> 0 tale che se
X € (o — 6, ) allora f(X) > 0, e quindi I'estremo superiore di sarebbenferiore aa. f(a) non pud
essere negativo: infatti se lo fosse per il teorema dellmpreenza del segno esisterelsbe 0O tale
che sex € (a, a + ) allora f(X) < 0, e quindi I'estremo superiore @i sarebbesuperioreaa. Quindi
f(a) deve essere 0.

Seconda dimostrazionBividiamo l'intervallo [a, b] in due parti uguali§, c] e [c,b], c = (a+b)/2.
| casi sono tre:f(c) = 0, f(c) > 0 o f(c) < 0. Nel primo caso abbiamo trovato lo zero richiesto ed
il teorema é dimostrato. Nel secondo caso poniame a, b; = ¢. Nel terzo caso poniamay, = c,

b, = b. Ci ritroviamo comunque con un intervallo lungo la meta tethe f(a;) < 0, f(by) > O.
Possiamo quindiipetere la costruziongrendendac; = (a3 + by)/2 ed ottenendo d(c;) = 0, in
gual caso la dimostrazione del teorema € terminata, o uronatervallo gy, by] tale chef(az) < 0,
f(bx) > 0 e lungo la meta del precedente, e cioé un quarto di quell@adépza. La costruzione
puo essere iteratdinché non arriviamo ad uk tale chef(ck) = 0, in qual caso la dimostrazione
del teorema é terminata, o in caso non termini mai puo estredd all'infinito. In questo secondo
caso, abbiamo ottenuto due successiagl, {by}, tali che ()ax 7 (i) bx \ (iii) ax < b (iv) by > a

(v) be—ay = (b—a)/2k — 0. Ragionando come nella dimostrazione dei teoremi di Bol2&/eierstrass

e di Heine-Borel, esiste allora un € [a,b] tale chekﬂg‘jak = klmo b = a. f(a) non pud essere
positivo: se lo fossels > O tale che ing¢ — 6,a) f > 0 per il teorema della permanenza del segno;
ma in tale intervallo, poiché@x " «, esistono sempre dedi (basta prenderk suficientemente
grande!) nei qualif (ax) < 0, ottenendo dunque una contraddiziorféa) non pud essere negativo:
se lo fossedos > O tale che in¢, @ + 6) f < O per il teorema della permanenza del segno; ma in
tale intervallo, poichéy \, «, esistono sempre dbj (basta prenderk suficientemente grande!) nei
quali f(by) > 0, ottenendo dunque un’altra contraddizione. Dunéfeg = 0, e quindi ovviamente
non puo essere r&néb quindia € (a, b). m|

48



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

Si noti che il teorema dell'esistenza degli zeri ci dimostna nelle ipotesi indicatesiste almeno
uno zero In realta potrebbe esisterne pit di uno, come & owvio.
Le seguenti sono alcune conseguenze, pil 0 meno elemelaicdgorema dell’esistenza degli zeri.

Corollario 1. Sia f definita e continua nell'intervallfa, b] e sia f(a) < y, f(b) > y; allora da €
(a,b) tale che {a) =

Dimostrazione.Basta applicare il teorema alla funzioh@) = f(X) — . m|

Corollario 2. Siano f, g funzioni definite e continue nell'intervalla b], e sia fa) < g(a), f(b) >
g(b); allora Ja € (a,b) tale che {a) = g(a).

Dimostrazione.Basta applicare il teorema alla funziohi) = f(x) — g(x). m|

Corollario 3. Sia f definita e continua in un intervallo I. Allora f assumd ititti i valori compresi
tra ir?f f esupf.
|

Dimostrazione.Si osservi che non & necessario ¢h&ia chiuso e limitato. Se if <y< supf

allora esiston@, b € | tali chef(a) <y < f(b). Se consideriamo I'intervalloa] b] sea < b, ovvero
[b,a] sea > b, siamo nelle condizioni del corollario 1. |

Corollario 4. Sia f una funzione continua in un intervallo I. Allora I'imigiae f(1) € un intervallo.

Dimostrazione.E una conseguenza diretta del corollario precedente e glaifisato della parola
“intervallo”. m]

5.3. Continuita della funzione inversa

La continuita della funzione inversa non & automaticameete. E facile infatti trovare dei controe-
sempi, cioeé delle funzioni continue in ogni punto del lorardioio la cui inversa non € continua. Un
esempio classico ¢ il seguente.

Esempio 27.La funzione:
X sex < 0,
f(x) =
x-1 sex>1
e definita in oo, 0) U [1, +o0) ed € continua in ogni punto del suo dominio. La sua funziomersa

e data da:

y sey < 0,
ay) =
y+1 sey > 0,

e definitavy € R ed ha una discontinuita di prima specie in 0 (v. fig. 2)
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Figura 2: Discontinuita dell'inversa di una funzione cont.

E chiaro che il risultato apparentemente paradossale@attanuto giocando con il dominio della
funzionef, che non & un intervallo. Infietti vale il seguente teorema.

Teorema 25. Sia f: | — R una funzione continua e invertibile nell'intervallo |. Afa la funzione
inversa e continua.

Il teorema discende dalla seguente proposizione.

Proposizione 9.Sia f : | — R una funzione continua ed invertibile nell'intervallo I. I&da f &
strettamente monotona.

Dimostrazione.Sianoxy, X, X3 € | tali chex; < X» < x3. Dobbiamo dimostrare che ©(x;) <
f(x2) < f(X3) 0 f(X3) < f(Xx2) < f(X1).

Sia f(x1) < f(x3), e assumiamo ché(x;) < f(x3) < f(x2). Allora per il corollario 1 esiste un
X € (X1, X2) tale chef(X) = f(x3) il che contraddice I'invertibilita delld. Se assumiamo chigx,) <
f(x1) < f(x3), allora per il medesimo corollario deve esistere (x1, x) tale chef(x) = f(x3)
contraddicendo di nuovo l'invertibilita dellg, e pertanto deve esseféx;) < f(x2) < f(Xg).

Sia f(x3) < f(xg), e assumiamo ché(xz) < f(x1) < f(xz). Allora esistex € (x1, xo) tale che
f(X) = f(x3), contraddicendo l'invertibilita dif. Se assumiamo chi(xy) < f(x3) < f(x), allora
esistex € (xg, X2) tale chef(X) = f(x3) contraddicendo ancora l'invertibilita di, e pertanto deve
esseref (x3) < f(x2) < f(X). m|

Dimostriamo ora il teorema.

Dimostrazione.Se f & continua e invertibile nell'intervalld, per la proposizione precedente € mo-
notona. Possiamo immaginare cheflaia crescente: in caso contrario la dimostraziotigedsce di
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poco. Anche laf~1 & dunque crescente, e quindi esistono i limiti= ILm f(y), I = Ii_>m f(y),
che soddisfand_ < 1,. Sel_ < |, alloradxtale chd_ < X< I,: esserrdoolaf monotonayc:g:scentel, N
non puo far parte del dominio di se infatti facesse parte del dominiofdiavremmo che (X) > o,
perchéx > |_, e f(X) < yo, perchéx < |,. Ma alloraf contrariamente all'ipotesi non & definita in un

intervallo. o

6. Funzioni continue in un intervallo chiuso e limitato

Le funzioni continue in un intervallo chiuso e limitato gododi alcune proprieta importanti.

6.1. Teorema di Weierstrass

Il teorema che dimostriamo in questo paragrafo, impogaimtio, garantisce I'esistenza degli estremi
delle funzioni continue definite in un intervallo chiuso miliato.

Teorema 26. Sia f: [a,b] — R una funzione continua nell'intervallo chiuso e limitdtm b]. Allora
f é limitata in[a, b].

Dimostrazione.La dimostrazione segue il medesimo schema del teorema daBolWeierstrass e di
Heine-Borel.

Supponiamo ché sia illimitata in [a, b], e ponenda = (a + b)/2, dividiamo tale intervallo nelle
due metad, c] e [c,b]. Sef é illimitata in [a, b], allora dovra essere illimitata o ir[c] o in [c,b]
(o in entrambe); siad;, b;] quello dei due intervalli in cui la funzione ¢ illimitatarfo qualsiasi se
e illimitata in entrambe). Chiaramente > a, by < beb; —a; = (b - a)/2. Possiamo ripetere
il medesimo argomento con l'intervall@g, b;], ottenendo un intervalloap, b,] tale chea, > a;,
b, <b;eby, —ay = (by —a;)/2, e cosi via. Otteniamo dunque due successmi {bx}, ax " e< b,
b \, e> a, e quindiax " a, b, \, 8. Poichéby — ax = (b — a)/2¢ — 0 deve esserg = a.

Ora, osserviamo che essenfigontinua in g, b] e quindi anche iy, Ye > 036 > 0 tale che se
X€ (a—-6a+d)alloraf(a) —e < f(X) < f(a) + & e quindids > O0talecheing -6, a+9)laf
e limitata. Ma poichéy  a ebx \, a, Y6 > 0 3K tale che fx,bk] c (@ — 6, a + 6), ed essendd
illimitata in [ak, bk] abbiamo ottenuto una contraddizione. m|

Teorema 27(Weierstrass) Sia f continua nell'intervallo chiuso e limitati@, b]. Allora f ammette
in tale intervallo massimo e minimo.

Dimostrazione.Se f & continua nell'intervallo chiuso e limitat@[b] per il teorema precedente e
limitata, quindi ammette estremo inferiomeed estremo superiofd.

Semé 'estremo inferiore della funziong nell'intervallo [a, b], allora esiste una successiong},
Xk € [a, b], tale chekli)g] f(x) = m. Ma la successiongx} € limitata perché contenuta nell’'intervallo

51



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

limitato [a, b], e quindi possiede per il teorema di Bolzano-Weierstramss 3ottosuccessione conver-
gentex,, — X, X € [a b]. Chiaramentef(x,) & una sottosuccessione flix) e quindi tende am;
essendo allord continua,f(X) = m, cioé I'estremo inferiore della funzione &ettivamente un valore
della funzione assunto in un punto dell’intervallp j] e quindi & un minimo.

La dimostrazione ch& & un massimo € sostanzialmente identica. m]

Il seguente corollario & ovvio.

Corollario 5. Nelle ipotesi del teorema precedentéfaf b]) = [m, M].

6.2. Continuita uniforme e teorema di Heine-Cantor

Sia f una funzione continua nell'intervallo Allora abbiamo che:
VXelVe>036:.x>0VX el: [x=-X|<s=I[f(X)- f(X) <e. (36)

Owviamente dipende da, come € naturalana dipende anche da Xella (36) abbiamo evidenziato
tale dipendenza indicandola esplicitamente scriveizgoAbbiamo anche sottolineato in precedenza
(ad es. nell’osservazione 2) che il valoreddiy che abbiamo determinato non € necessariamente
ottimale, cioé il migliore (in questo caso il piu grande)oral dié per cui valg f(x) — f(X)| < e.

Una questione di grande interesse che si pone (molto imperteella dimostrazione dell’integrabi-
lita delle funzioni continue, come vedremo pil avanti, metemnin altri problemi) & quella di stabilire
se sia possibile, per una funzione continua in un interMalbocomunque in un insiemke anche se
non si tratta di un intervallo, determinasgy in modo tale chenon dipenda da xcioe determinare
un valore dis che, dipendendo solo dasia valido per determinare la continuita della funzione f in
tutti i punti di I.

Definiamo dunque una funziorfedefinita inl COMEUNIFORMEMENTE CONTINUA in | se:

YVe>03d6, Vx, X el: |x=X|<b:=|f(X)- f(X) <e. (37)

Cosa € cambiato rispetto alla (36)? Abbiamo “solo” spostata@uantificatore (iVx € |) dopola
condizione di esistenza dj che pertanto non dipende #gain altri termini, oraquanto devono essere
vicini x e X affinché f(x) e f(x’) siano vicini quanto richiesto (cioé menoajinon dipende da x € X

Osservazione 24.E evidente che se una funzione & uniformemente contindaailiora & anche
continua in ogni punto di.

Osservazione 25.Dunque una funzioné soddisfa la (36) €6, :0< 6, < d:x VX € | se e solo se
la f & uniformemente continua. In altri termini, e possibileghiege 6. x nella (36) in modo tale che
iml‘ Oex = 5_8 > 0 se e solo sé & uniformemente continua in

Xe
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Osservazione 26 .Mentre ha senso parlare di continuita di una funzione in uriqquanzi il concetto

di continuita & un concetto che vale per una funzioman puntq e poi si dice che e continua in un
insieme se € continua in tutti i punti dell'insieme, non hasseparlare di continuita uniforme di una
funzione in un punto. Il concetto diniformitavuol dire che qualcosa non dipende dal punto, e quindi
non ha senso applicarlo quando il punto in cui studiamo Istipee non varia.

Esempio 28.Siaf(x) = X2, | = [0, 1]. Allora abbiamo ch&'xy, X, € [0, 1] [X§—X3| = [X1+ X [X1—Xo| <
2|x1—X,|, pertanto se prendian®y = £/2, abbiamo chig —xo| < 6, = [X3—x3| < &, da cui I'uniforme
continuita della funzione nell'intervallo indicato.

Esempio 29.Siaf(x) = 1/x e sial, = [, 1], 0 < a < 1. Allora f & uniformemente continua in ogni
intervallol,, ma non nella loro unioneU [a, 1] = (0,1]. Infatti:

a€(0,1)
’1 1 _|x—x’|<|x—x’|
x x| |xx| T a2

per cui scegliendd, = ac abbiamo chéx— x| < 6, = |1/x—1/X| < &. Ma non possiamo prendere
a = 0 perché deve essafg > 0. In &fetti, la funzionenon éuniformemente continua in (Q]; infatti,

prendiamox’ = x + ¢, allora:
0

x x| X(X+6)’
che, fissat®, tende a+c perx — 0*. Pertanto non € possibile scegliéreosi piccolo da rendere

’11

|1/x - 1/X| < g indipendentemente da

Fortunatamente il seguente teorema ci permette di evitesnthred, x ogni volta che dobbiamo
determinare se una funzione & uniformemente continua.

Teorema 28(Heine-Cantor) Una funzione continua in un intervallo chiuso e limitato &la uni-
formemente continua nel medesimo intervallo.

Dimostrazione.La dimostrazione utilizza la medesima tecnica dei teorefbtzano-Weierstrass, di
Heine-Borel e di Weierstrass.

Supponiamo chéd : [a,b] — R sia continua in4, b] ma non uniformemente continua. Essendo
continua abbiamo che:

Vxe[ab] Ye>036.x>0VYX e[ab]: [x=X|<d.x=I[f(X) - f(X) <&,

e non essendo laf uniformemente continuaon e possibilesceglieres, x tale chexe[ia% dex > 0.
Quindi obbligatoriamentse[aiafé‘w =0.

Come nelle dimostrazioni dei teoremi sopra citati, dividél’intervallo [a, b] in due metad, c] e
[c,b], dovec = (a+ b)/2. Allora almeno una delle due seguertieamazioni € valida:

inf 6.x=0 oppure infé.x=0;
xe[a,q] xe[c,b]
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eventualmente potrebbero essere vere entrambe. Scegiiaimdi dei due intervalli quello in cui
I'estremo inferiore indicato € zero (oppure uno qualsiasidiie, ad es. quello pit a destra, se fossero
entrambe zero). Abbiamo cosi un intervaltg,[bs] in cui Xe[iglfbﬂ d:x = 0. Ripetendo I'argomento,
otteniamo due successioai, crescente e limitata superiormente lgae by, decrescente e limitata
inferiormente daa, e tali cheby — a, = (b — a)/2¢ — 0. Pertanto entrambe convergono e convergono
al medesimo limiter € [a, b].

Sexe[grﬂjk] d:x = 0 vuol dire che¥n > 0, Ax, X' € [ak, by] tali che|x — X'| < pe|f(x) — f(X)| > &.
Quindi in ciascun intervallody, by] la f varia pit die.

Ma f é continua iny, per cuidd > 0 tale che in¢ — 9, a + 9¥) la funzione varia meno di: infatti
39 >0talechexe (e - a+d) = |f(a) - (X <e/2eX € (-3, a+?) = |f(a) - F(X) <eg/2
per cui|f(X) — f(X)| < [f(@) - f(X)| + |f(a) — f(X)| < &. Ma lintervallo (@ — 9, a + ) contiene
[ak, bk] per K suficientemente grande, in ctiivaria pid die, da cui la contraddizione. |

Osservazione 27.Non é dificile, utilizzando il medesimo argomento utilizzato nellmdstrazione
del teorema di Heine-Borel, dimostrare chef gecontinua in un qualunque insierhehiuso e limitato
(non necessariamente un intervallo) allora € uniformeeneantinua inl.

7. Esempi ed esercizi

Esercizio 1. Calcolare il limite:

on
. 1

1 2n l 3n (2/3)n
[t 5) {(“@) ) |

> K ..
e(1+ )" ¢ unasottosuccessione(di+ £) — e Quindi:

Soluzione Abbiamo:

2n
l n n n
(1 + g) = (e+0(1))#%" = @3 (1 + 0(1))@¥" - 1.

Esercizio 2. Calcolare il limite:
3 .
e® — cos(sinx)
x-0 log(1+ tan 3?)
Soluzione Abbiamo:

(x+0()° _

e’ — cos(sin) = 1+ X3 + o) — cosk + o(x)) = 1+ x3 + 00) — 1 + >

2

= 5 +000),

log(1 + tan 3x%) = log(1 + 3x* + 0(x%)) = 3x% + 0(x%),
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per cui:
3 . 2 2
€ — cos(sinx) _ X /2 + o(x9) _ 1/2 + o(1) _1 +o(l) }
log(1+tan3?  3x2 + o(x?) 3+0(1) 6 6

Esercizio 3. Disporre in ordine di infinitesimo crescente per» 0" le seguenti funzioni:
e
(%) = B
g(x) = (log(1+ tanx))?,
h(X) = (€2 - cosx) log sinx.
Soluzione Abbiamo: .
_ A Xe+0(x%) 2 2
f(x):l e :x+o(x)’
log(x+ 0o(X)) logx+ o(1)
perché logg + o(x)) = log(X(1 + o(1)) = log x + log(1 + o(1)) = log x + o(1), pertanto:

B x?(1 + o(1)) _ X%(1+0(1))
~ (1+o0(1)/logx)logx  (1+o0(1))logx’

f(x)

perchéo(1)/log x — 0 e quindi éo(1), e allora:
2 2 2
F(x) = Io%((l +o(1)) = |o%< + °(|o%<)'
Poi:
g(X) = (log(1+ X + 0(X)))? = (X + 0(X))? = X? + 0(X?).

Infine:

h(x) = (L + X?/2 + o(x%) — L+ x?/2 + o(x?)) log(x + 0(X)) = x?log x(1 + 0(1)) =

= x?log x + o(x? log x).

Quindi 'ordinamento corretto B, g, f. Infatti tutte e tre contengono la potenga mah é “rallentata”
dal fattore logx che tende ao perx — 0, mentref & “accelerata” dal fattore/1og x che invece tende
a0 perx— 0.

Esempio 30.Siaf(x) = xeg(x) = x+log x. Allora perx — +co f(x) ~ g(x), cioé sono deinedesimo
ording, in quanto ovviamentg_}liorg(x +logx)/x = Xirpw(l + %) = 1. Componendo perd e g
conla medesima funzionaon é detto che continuino ad essere del medesimo ordinesém@o, se
f(x) = ef® = ex e g(x) = e9® = xe* allorag(x) tende a+co pili rapidamentadi f(x).

Esercizio 4. Calcolare il limite:

im 2(n+1)" - (tlogn)" + 2
n—co nl +3nisinl
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Esercizio 5. Calcolare il limite:
1- cos

im ————.
x>7/2 3 sirf 2x
Esercizio 6. Calcolare il limite:
1
lim n(enzsinwzm — 1).

Nn—oo

Esercizio 7. Calcolare il limite:
e1—cosx _ 1
lim — 1%
x-0 (log(1+ sinx))2’
Esercizio 8. Calcolare il limite:

lim n?tarf(nsin(1/2n%)).
N—oo
Esercizio 9. Calcolare il limite:

. sirflog(1+ X) — € + cosx
lim - .
*x—0 tar? sinx

Esercizio 10. Calcolare il limite:
n? —1/nl

im —.
o n3log(1+ 1/n)

Esercizio 11. Calcolare il limite:
nd —1/nl

im ——————.
n—c N sin 1/n

. n 1Fnl
lim (1+L) .

Esercizio 12. Calcolare il limite:

n—oo n2

Esercizio 13. Calcolare il limite: _
(e x— cosx?)
im-————~

x>0  cosx—eX'
Esercizio 14. Disporre in ordine di infinitesimo crescente per> 0" le seguenti funzioni:

f(x) = (X2 — 1) sin(xlog X),
g(x) = SX 4 & _ cosxd,

sinx?
h(X) _ (1_e(log x)(sinx))Z

tan logx

Esercizio 15. Disporre in ordine di infinitesimo crescente per> 0" le seguenti funzioni:

f(X) = (1 - cos(1- cosx)) log(1 + tane %),
g(x) = log(1 + tar? x?) + el-cosx _ glanx

h(x) = (e - cosx®) log 2=
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Esercizio 16. Disporre in ordine di infinitesimo crescente per 0 le seguenti funzioni:

f(x) = (X* - 1) sin(xlog x),

g(X) = log cosx? + < — &X',

h(x) = =550,

Esercizio 17. Sia:
2|X|—x?

7
fX)=1 0 sex=0,1,

1+x2 | sinzx
X+ 35+ 375 sex#0,1,2

S+n sex=2

Determinare i punti in cui la funzione & continua e la natweglideventuali punti di discontinuita.
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