Universita di Tor Vergata — Dipartimento di Matematica

Note del Corso di Analisi Matematical *

Alberto Berretti

Parte II.

Funzioni di variabile reale e successioni

In questo capitolo introduciamo i concetti pitl elementatativi alle funzioni di una variabile reale,
e poi introduciamo le pit note funzioni elementari: poteresponenziali, logaritmi, polinomi, fun-
zioni razionali, funzioni trigonometriche e poche altréu@eremo quindi come ricavare le proprieta
elementari di funzioni composte a partire da queste, edotremo in modo assolutamente introdut-
tivo ed elementare alcune applicazioni geometriche intenati (i sistemi di coordinate curvilinee nel
piano e nello spazio, le equazioni di alcune curve e supetfienentari) che saranno approfondite in
seguito. Infine studieremo le proprieta elementari deltesssioni (reali), cioé delle funzioni d&in

R, quelle funzioni, ciog, in cui la variabile dipendente iogeche essere continua varia in un insieme
discreto (tipicamente, appunto, i numeri naturali). ldtrmemo quindi alcune funzioni aritmetiche
interessanti, come il fattoriale, e faremo qualche cenmosiddetto calcolo combinatorio.

1. Funzioni reali di variabile reale

1.1. Proprieta elementari

Studiamo ora le proprieta elementari delle funzioni realirth variabile reale, cioé delle funzioni:

f:AcCcRm—R.

*Quest’opera e distribuita con licenza “Creative Commongrilduzione - Non commerciale - Non opere derivate 3.04tali
(CC BY-NC-ND 3.0)" (v. http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/it/deed.it). Ringrazio il
Prof. Roberto Zanashttp://proooof.blogspot.com/) per molti utili suggerimenti volti a migliorare la qualith
questo testo.
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1.1.1. Monotonia

Sial c R un intervallo in cui la funzionef & definita. Una funziond(x) viene dettacREscenTE
nell'intervallo | se:
x,yel: x<y= f(x) < f(y), @

viene dettasTrReTTAMENTE CRESCENTE Nell'intervallo | se:

Vx,yel: x<y= f(x) < f(y), 2
viene dettaecrescente nell'intervallo | se:

Yx,yel: x<y= f(x) > f(y), 3)
viene dettasTrRETTAMENTE DECRESCENTE Nell'intervallo | se:

x,yel: x<y= f(x)> f(y). 4)

E evidente che una funzione strettamente crescente cagtesite decrescente & anche crescente o
decrescente! in altri termini, “strettamente” specifica clon pud essere costante ma deffett-
vamente crescere o decrescere. E anche evidente che uisn&pno essere crescentealtuni
intervalli contenuti nel suo dominio, e decrescente in.altr

E importante capire che le proprieta di crescenza o dearea@®no proprieta di una funzioimeun
intervallo; qualora questo non venga menzionaigottintende I'intero dominio di definiziorfeome
e stato fatto nel capitolo precedente in un contesto asfratt

Se una funzione ha un andamento ben definito in un intenakbige in un intervallo dato é sem-
pre crescente o sempre decrescente, allora si dice chevénwiona. Diremo che &TRETTAMENTE
MONOTONA S€ éstrettamenterescente o decrescente.

Esempio 1. La funzione costanté(x) = a, dovea € R qualsiasi, & sia crescente che decrescente
nell'intero dominio di definizion&®, ma non strettamente tale (rifletterci sopra un attimo!).

L'unica funzione contemporaneamente crescente e decatesoaun intervallo € la funzione ivi costante.

Esempio 2. La funzione identita sui realf(X) = x & ovviamente strettamente crescente nell’intero
dominio di definizioneR.

Esempio 3. La funzione f(X) = x? & strettamente crescente nell'intervallg {60) e strettamente
decrescente nell'intervallo-¢o, 0].

Esempio 4. La funzionef(x) = x2 & strettamente crescente nell'intero dominio di definieign
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Esempio 5. La funzionef(x) = sinx &, ad es., strettamente crescente nell'intervalto/R, 7/2] e
strettamente decrescente nell'intervalig 3, 37/2]. Non € né crescente né decrescente nell'unione
dei due intervalli /2, 3r/2]!

Richiameremo la definizione e le proprieta delle funziogidnometriche pil avanti; intanto assumiamo che

lo studente le abbia gia studiate alle scuole superiori.

E facile rendersi conto che la composta di due funzioni enes@ crescente, che la composta di
due funzioni decrescenti@escentee che la composta di una funzione crescente ed una dedmscen
e decrescente. Inoltre Bomma di due funzioni crescenti & crescetdesomma di due funzioni
decrescenti € decrescentaentre non possiamo dire nulla della somma di una funzioescente ed
una funzione decrescente. Per quanto riguarda il prodatsitdazione € pill complicata a causa del
segno; ilprodotto di due funzioni crescenti e positive & crescanfatti, se:

x<y=0<f(x) < f(y), 0<g(¥) < gy)

allora moltiplicando membro a membro le due disuguagliatizniamo:

0 < f(x)g(¥) < f(y)a(y).

cioé la crescenza del prodotto. Analogamente per la demreac Gli altri casi possono essere dedotti
tenendo conto delle proprieta delle disuguaglianze.

Esempio 6.La funzione (sirx)?, funzione composta di sine x?, &crescentaell'intervallo [r, 37/2]:
infatti (i) nell'intervallo [r, 37/2] la funzione sirx € decrescente negativa (ii) per valorinegatividel
suo argomento, la funzione quadratal@écrescenteuindi la composta di due funzioni decrescenti
negli intervalli considerati € crescente.

Infine, il reciprocol/ f(x) di una funzione crescente e positifx) & decrescente; infatti, se:
x<y= 0< f(x) < f(y)

allora invertendo I'ultima disuguaglianza otteniamo:

1 1
— < .
fly) — f(¥
Lo stesso risultato vale se la funzione é crescente e nagativ
f(x) 1 1
fN<fY<0=——=21= — > —,
W= T<0= 55212 765 > 7)

ma non se la funzione, pur monotona nell'intervallo, & sigatiga che positiva! Tutti gli altri casi si possono
ottenere, in questo caso ed in quello del prodotto, dalidistdelle disuguaglianze prestando sempre attenzione

ai segni.
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E importante osservare che se una funzione & ad es. cresedifiteervallo A e nell'intervallo B
non & d&atto detto che sia crescemell’'unione di tali intervalll Infatti la funzione potrebbe essere
crescente irA e crescente iB con l'intervallo B a destra diA (e quindi contenente numeri maggiori)
ma tutti i valori della funzione irB potrebbero essere minori dei valori che la funzione ha.ifd
es. se consideriamo la seguente funzione:

Xx+1 perxe[-10),
f(x) =
x—1 perxe]0,1],
abbiamo che la funzione, definita nell'intero intervalldl] 1], &€ crescenten ciascuno degli intervalli
[-1,0) e [ 1], ma non nellintero intervallo di definizione perché, ad,é(-1/2) = 1/2 > (1/2) =
-1/2 (v. fig. 1). V. anche I'esempio 5 sopra.

0.5

-0.5

Figura 1: Funzione crescente in due intervalli ma non nelia linione.

Un teorema importante, anche se di dimostrazione ovvissegilente.
Teorema 1. Se f: Ac R — R é strettamente monotona nel suo dominio A, allora f & invibeti

Dimostrazione.E infatti evidente chef deve essere iniettiva, cioé due valori ugualifgk) non
possono essere ottenuti per valdiversi di x, perché altrimenti la funzione non potrebbe essere
monotona. i

1.1.2. Positivita

Una funzione si dicevositiva se per ognix nel suo dominiof(x) > 0, STRETTAMENTE POSITIVA S€

f(X) > 0, NeGgativa Se f(X) < O, STRETTAMENTE NEGATIVA f(X) < O.



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

Sef(X) &€ una funzione reale qualsiasi, allora possiamo definiseid@ArTE POSITIVA:

£+ F(X)

(9 =

= max f(x), 0}, 5)

€ |a SUBPARTE NEGATIVA:

f7(X) = w = —min{f(x), 0} = max—f(x),0}. (6)

Si noti chef+(x) + f~(x) = If (X, F*(X) - f-(x) = F(X).

1.1.3. Estremi

Nel capitolo precedente abbiamo definito il massimo, il minj I'estremo superiore e I'estremo infe-
riore di un insieme contenuto in un insieme totalmente @tdinovviamente tutti i concetti appresi si
applicanoverbatimad insiemi di numeri reali.

Aggiungiamo la seguente notazione: se un insiémeR & illimitato superiormenteaallora diremo
che il suo estremo superiore € infinito e scriveremoAep+co, mentre se dlimitato inferiormente
diremo che il suo estremo inferiore &€ (meno) infinito e scaw® iNfA = —oo.

Definiamo ora il massimo, il minimo, I'estremo superiorestremo inferiore di una funzione.

Il massimo di una funzionef(x) in un insiemeA contenuto nel suo dominio di definizioneile
massimo dell'insieme dei valori che la funziong)fassume al variare di x in An formule:

T%xf(x) =maxf(x), xe A}; (7)
analogamente:
rpei/y f(x) = min{f(x), x € A}. (8)

Definizioni simili valgono per gli estremi superiore ed inége:
supf(x) = sud f(x), xe A}, in); f(x) = inf{f(x), x € A}. 9)
XeA Xe

Se l'indicazione dell'insieme manca, si sottintende chmdksimo, minimo, estremo superiore, estre-
mo inferiore € preso sull'intero dominio della funzioneoline, se la cosa non desta ambiguita, si pud
scrivere nRaXnvece che rrl\a)e cosi via.

Xe

Non si deve fare confusione con gltremi localidi una funzione reale, che saranno definiti e studiati pid

avanti.

Esempio 7. Sef(x) = X4, allora:

?ggf(f(x) =max[Q 4] = 4,

i f(x) = mi o -
Pc?'zr]] (X) =min|0,2] =0,
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sup f(x) = sup (Q+o0) = +oo,
(0+0)

inf f(X) =inf (0, +c0) =0,
(0,40)
min_f(X) non esiste
(0,40)
L'ultimo minimo non esiste perché I'insieme:
{2, x € (0, +c0)} = (0, +o0)

contiene numeri reali positivi arbitrariamente piccolia mon contiene lo zero; quindi non esiste un numero
pil piccolo di tutti, perché preso un qualsiasi numero ie takieme, per quanto piccolo, ne esiste sempre un
altro nell'insieme ancora piu piccolo (ad es. la sua met&sttemo inferiore invece esiste: infatti ogni numero

negativoe lo zerosono suoi minoranti, e di tale insieme lo zero & il massimo.

Quando parliamo di massimo o di minimo di una funzione, eriéfmo aivalori massimi o minimi
che la funzione puo avere in un certo intervation ai valori della variabile indipendentger cui tale
massimo o minimo é ottenuto. Quest'ultimi valori sono detteCcepuNTI DI MASSIMO € PUNTI DI MINIMO
€ sono una cosa diversa.

1.1.4. Simmetrie

Una funzione é&ar1 se soddisfa:
f(=x) = f(%), (10)

€ pISPARI Se soddisfa:
f(-x) = —f(X). (11)

Owviamente flinché tali definizioni abbiano senso, la funziohdeve essere definita in un dominio

A SIMMETRICO RISPETTO ALL ORIGINE, CiO€ tale che:
Xe A= —xeA (12)

Owviamente una funzione puo essere né pari né dispari.

Esempio 8. La funzionex? & pari. La funzioned & dispari. La funzione sir & dispari. La funzione
cosx & pari. La funzionex + x? non & né pari né dispari.

Se f(x) € una funzione definita in un insierdesimmetrico rispetto all’'origine, possiamo definirnerAare

PARI:
f(X) + f(-%)

f©)(x) = >

(“e” per “even”), (13)

€ |aPARTE DISPARI:
f(x) - f(=x)

fO(x) = >

(“o” per “odd”). (24)
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(a) Una funzione pari
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(b) Una funzione dispari

Figura 2: Funzioni pari e dispari.

E immediato verificare ch&®)(x) & pari e chef ©)(x) & dispari, e naturalmenté®)(x) + f©(x) = f(x). In fig.
2 abbiamo un esempio di una funzione pari e di una funzioradis

Le proprieta di parita di una funzione sono delle proprigt&mmetria rispetto all’'origine, perché hanno a
che fare con ihversione rispetto all'origine ¥» —x. Si potrebbero definire analoghe proprieta di simmetria
rispetto ad altri punti. Ad es. l'inversione rispetto al puRr = X € data dalla formula:

X+ Xp— (X—Xg) = 2% — X, (15)

PEer Cui UNaFUNZIONE PARI RISPETTO AD Xg € una funzione tale ch&2xg — X) = f(X), €d UNarFUNZIONE DISPART
RISPETTO A Xp € una funzione tale chg(2x, — x) = —f(x). Va da sé che il dominio di definizione dovra essere
simmetrico rispetto al puntey.

E assolutamente elementare verificare che se una funzioae édpécrescentan un intervallol
contenuto nei positivi, allora@ecrescent@ell’'intervallo simmetrico contenuto nei negativi. Segnv
ce una funzione decrescent@ un intervallol contenuto nei positivi, alloraéescentaell’intervallo
simmetrico contenuto nei negativi. L'opposto vale se éatisp
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Un’altra proprieta di simmetria importante épariodicita Una funzionef viene dettaeeriobica
se esiste un realk # 0 tale che:
f(x+T) = f(X). (16)

Si dice che il numerdl & un periopo della funzionef. E evidente che s& & un periodo, allora
anche 7, 3T, ed in general@T, doven & un intero, sono periodi della funzione. Il perictialella
funzione con il pit piccolo valore assoluto viene detiopo MiniMALE 0 Semplicementesriopo della
funzione. Il fatto che il periodo minimale esista in generale non & cletamente banale. Non & nemmeno
completamente banale il fatto cheti i periodi di una funzione “sflicientemente regolare” (checché cio voglia
dire!) e non costante siano multipli di tale periodo minimal

Le funzioni trigopnometriche (seno, coseno, tangente) ssempi famosi ed importanti di funzioni
periodiche.

E chiaro che una funzione periodica non pud essere definitaisain intervallo, perché la traslazione
espressa dalla definizione di periodicita porterebbe fairdominio della funzione. Basta riflettere un istante
ad es. sul caso della funzione taper capire che non & necessario che il dominio sia fittbasta che anche

gli eventuali punti in cui la funzione non é definita si ripgbgperiodicamente con il medesimo periodo.

1.2. Funzioni elementari

Introduciamo ora alcune funzioni elementari, in realta hete fin dalle scuole inferiori, e studiamone
le principali proprieta.

1.2.1. Potenze e radici

Consideriamo dapprima le potengéx) = X" conn € N, cioé naturale. Il dominio € sempre l'intero
insieme dei reali.

Sen =0 alloraf(x) = 1, e la funzione & costante.

Sen # O alloraf(0) = 0.

Sen =1 alloraf(x) = x e la funzione & la funzione identita.

Sen # 0 é pari, la funzione € pari, strettamente crescente,indf) e strettamente decrescente in
(=00, 0].

Sen é dispari, la funzione é dispari, strettamente crescertigtoR.

E evidente che se # 0 allorax” puo essere arbitrariamente grande: basta osservané che se
x> 1en> 0. Quindi sup" = +o0, dove si intende che I'estremo superiore & preso in Ritt&en
e pari, X" > 0; sen e dispari, invece, & positiva sui positivi e negativa suiatieg(essendo dispari!).
Ne segue che, sempre per- 0, inf X" = 0 pern pari (in dfetti I'estremo inferiore &€ un minimo) e
inf X" = —co pern dispari.

In fig. 3 vediamo il grafico di alcune potenze intere.



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

0.51 1.5 2

0.250.50.7511.251.51.75 2

(@ x x2, xtexd (o) x, X2, 3, x* e x®

Figura 3: Grafici di alcune potenze intere.

Osserviamo infine che see (0, 1) allorax" diventa sempre pil piccolo man mano cheresce:
infatti moltiplicando per ulteriori fattork, 0 < X < 1 non facciamo altro chdiminuireil prodotto (v.
fig. 4); al contrario, pex € (1, +o0) X" diventa sempre piG grande man mano oheesce: infatti
moltiplicando per ulteriori fattork > 1 non facciamo altro chimgrandireil prodotto.

Consideriamo ora potenze intere negative. Basta in realtsideraref (x) = 1/%, € poi comporre
tale funzione con le potenze intere positive viste preceheente.

Innanzitutto, la funzione /x non é definita sex = 0, & (strettamente) positiva per> 0 e (stretta-
mente) negativa pex < 0. In ciascuno degli intervalli{co, 0) e (Q o) essa € decrescente. Si osservi
chenell'unione di tali intervallinon possiamo dire che la funzioné¢xieé decrescente! Infatti ad es.
-1<1ma¥(-1) < 1/1 e nonil contrario.

Anche se la nozione precisa di limite verra introdotta piardy si verifica immediatamente che
sex & preso molto piccolo, $licientemente piccolo allora/ & diventa molto grande, arbitrariamente
grande, e viceversa seviene preso molto grande, fligientemente grande, allorgxXdiventa molto
piccolo, arbitrariamente piccolo.

Gli andamenti qualitativi delle funzioni/X" vengono dedotti facilmente a partire da quelli delle
potenzex” e di 1/x, componendo le due funzioni. In fig. 5 vediamo i grafici dellezioni 1/x, 1/x?,
1/x3, 1/58.
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Figura 4: Grafici delle funzionk, X2, x°, X8 e x’ nell'intervallo x € [0, 1].

Le radici sono definite come inverse delle potenze. Le ratiizidice pari sono definite solo per
valori dell’'argomento maggiori o uguali a 0, mentre queliendice dispari per ogni valore dell’ar-
gomento. Sono tutte strettamente crescenti nel loro domilm fig. 6 vediamo i grafici di alcune
radici.

Le potenze di esponente frazionario o reale, tipicamenfiaitdesolo per valori positivi del loro
argomento, hanno andamenti che é facile dedurre a partiresdiati precedenti.

1.2.2. Polinomi
Ricordiamo che umoLivomio di gradon in una variabilex &€ una espressione della forma:
P(X) = anX" + a1 X"+ -+ @ + X + ag, an # 0. (17)

Un polinomio & naturalmente definito per ogni valore dellaalzle x. La nozione di polinomio & ben
nota fin dalle scuole inferiori e non c’é bisogno di altre defoni.

Esercizio 1. Disegnare il grafico dik? e x3. Disegnare poi il grafico del polinomig® + x2 prestando
rispettivamente attenzione al comportamento del polinopeir x piccoli e perx grandi; confrontare
con i grafici separati delle due potenze (ad es. disegnastanie i grafici delle tre funzioni prendendo
come intervallo per la variabilg prima [-0.05, 0.05] e poi [-50, 50]).

10
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Figura 6: Grafici divXx, ¥/X, V/X.
Figura 5: Grafici di 1x, 1/x2, 1/x2, 1/x8. Igu ici divX, VX, VX

1.2.3. Funzioni razionali

Una runzioNE RAZIONALE € Una funzione chegventualmente dopo semplificazioni algebrichiene

scritta come quoziente di due polinomi:

P(x)
R(X) = o’ (18)
Una funzione razionale pud essere anche scritta come ungepirale espressione algebrica, che
perd contenga solo potenze della variabilesomme, sottrazioni, moltiplicazioni e divisioni. Una
tale espressione pud sempre essere scritta nella formeao®)re perd osservare che, nel corso dei
passaggi e delle semplificazioni che portano alla forma, [@&ominio della funzione puo subire
delle modifiche. Ad es. la seguente € una funzione razionale:
1 1
- X(x + 1) " X(x—1)

R(X)

peché é costruita usando esclusivamente le operaziomeiteiil dominio diR(x) € formato da tutti
gli xreali e diversida 0, 1 el. Ora, & anche vero che:

¥YxeR, x#0,1,-1: R(X) = ZL

x¢-1

come un semplice calcolo mostra immediatamente, ma orakcive 2(x% — 1) & definita per ogrk
reale diverso da1, O incluso! Quindi durante i passaggi che hanno portata fimma “estesa” della
funzioneR alla sua rappresentazione (18) come quoziente di poligamienuta una semplificazione
di un fattore x a numeratore e denominatoche ha portato all'estensione del dominio della funzione.
In altri termini, le due funzioni:

1 . 1 o 2
X(x+1)  x(x-1) x2 -1

11
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devono essere considerate, a rigore, due funzioni diversd@ il dominio delle due funzioni e diver-
S0, anche se poi ovviamente esse sono uguali ovunque siaamer definite. Nei corsi di matema-
tica elementare si parla di diverse “condizioni di esist&nzome lo studente accorto capisce quando
realizza che per fare la semplificazione indicata occorsarasrex # 0.

In opportuno contesto, lafiierenza fra due funzioni come sopra verra sostanzialmentetata. E anche
evidente che da qualunque punto di vista “pratico”, apgilioale due funzioni sono “la stessa cos&€i0 non
vuol dire che non si debba stare attenti a cosa succede almordi una funzione quando si fanno passaggi e

semplificazioni apparentemente ffemsivi!

1.2.4. Esponenziale e logaritmo

Le Funziont ESPONENZIALL SONO funzioni del tipo:
f(x) = a*, a>0. (19)

Il casoa = 1 é insignificante (in tal caso infa@* = 1 per ognix e la funzione & costante!), per cui
nel seguito escluderemo sempre 1.

Piu avanti vedremo che c’e un valore “specialeadihe sara particolarmente interessante, che si denota con
la letterae, e perrunzione EspONENZIALE Si intendera quella che ha per base appunto il nuraero

Una funzione esponenziale € definita per agriDalle proprieta delle potenze seguono facilmente
le sue proprieta. Innanzitutta > 0 per ognix reale. Inoltre, se & a < 1 la funzione & monotona
decrescente, mentre ae> 1 la funzione € monotona crescente. Ovviamenteapiil é grande pid
la fuzione “cresce in fretta” e pid < 1 & piccolo pil la funzione “decresce in fretta”; anche seeac
non sappiamo dare un significato rigoroso a tali espressima rapida occhiata ai grafici di fig. 7
dovrebbe far capire esattamente di cosa parliamo.

Siosservi anche che se< 1 allora Ya > 1 ea* = (1/a)~%, per cui possiamo ricondurre lo studio di
esponenziali di base compresa fra 0 e 1 a quello di espotietiziase maggiore di 1 dopo aver fatto
la sostituzionex — —x (che graficamente vuol dire invertire I'asse dedleD’ora in poi consideriamo
sempre basi maggiori di 1, visto che & sempre possibile dizn a tale caso.

Poiché I'esponenziale & strettamente monotona, € inilertid la sua inversa prende ¢ il logarit-
mo. Essendo I'esponenziale sempre positivo, il logaritnuefénito solo per valori positivi del suo
argomento. L'andamento qualitativo del logaritmo pud duiessere facilmente ricavato da quel-
lo dell’esponenziale, semplicemente “scambiando gli"adsi particolare, per valori maggiori di 1
della base e strettamente crescente, assume valori gdoitesmte grandi per valori dell’'argomento
suficientemente grandi ed assume valori arbitrariamente geamelgativi per valori sficientemente
piccoli dell'argomento. Nella fig. 8 seguente vediamo adlegafico della funzione logx.

12
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Figura 8: Grafico di logx.

1.2.5. Funzioni trigonometriche

Richiamiamo ora la definizione delle funzioni trigonomettia.
Con riferimento alla figura 9, considerato il cerchio di cer® e raggioOA = 1, dettocerchio
TRIGONOMETRICO, SiaX il doppiodell’area del settore circola@PA Definiamo allora le funzioni:

sinx=0OR  cosx = OQ, (20)

dove le lunghezze dei segmenti sono prese con il segno désseTin cui giacciono. Tali funzioni
sono dette rispettivamenteno e coseno di X.
Si osservi che in questo modo il numeré automaticamente definito come I'area del cerchio unitario
Dobbiamo pensare che il numexpche misura kneoLo POA, indichi efettivamente la posizione
del puntoP sul cerchio:x vale 0 inA, evale2r quando si trova di nuovo in A dopo aver fatto un giro
interg; pertanto possiamo immaginare ch@ssuma qualsiasi valore reale, inclusi valori negativi, e
che valori reali che dieriscano di 2 o suoi multipli interi corrispondano alla medesima posiecul
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Figura 9: Il cerchio trigonometrico

cerchio. Ad es. se il punt® si trova nel quarto quadrante potremo dire ehee compreso fra-m/2
e 0 — quindi negativo —, oppure che & compreso 23 2r (ma non fra 3/2 e 0!). In tal modo le
funzioni trigonometriche sono automaticamente definitaedunzioni periodiche di periodar2

Definiamo inoltre:

tanx = %, cotx = C(.)i(, secx = i CSCX = i (21)
COSX sinx COSX sinx

dette rispettivamentesNGENTE, COTANGENTE, SECANTE € cOSECANTE di X; le ultime tre sono usate di rado.

Si osservi che tar & uguale alla lunghezza del segmeAB ovvero al doppio dell'area del trian-
golo OAB, sempre facendo riferimento alla fig. 9.

Quella che abbiamo dato in realta & una definizione carentettil mentre & abbastanza chiaro cosa vuol
dire la lunghezza di un segmento, nonfiatio chiaro cosa voglia dire I'area di una certa regione geooa,
in particolare se limitata da una curva. |l concetto di aneané regione del piano sara reso rigoroso solo pil
avanti mediante l'integrale. Una alternativa potrebbeesdefinirex come la lunghezza dell’arcAP: ma di
nuovo non abbiamo ancora definito la lunghezza di una cuosa che faremo pit avanti sempre per mezzo di
un’integrale. Le definizioni tradizionali delle funziomigonometriche sono pertanto equivalenti alle definizioni
analitiche per mezzo di un integrale. E importante sotéaie che non si tratta dell’'unica definizione analitica
delle funzioni trigonometriche, e nemmeno della miglidra definizione “liceale” tradizionale — utilizzando la
lunghezza dell'arco — € pitfiicile da rendere rigorosa di quella che utilizza I'area d#bse circolare perché

la nozione di lunghezza di una curva é piffidile da rendere rigorosa di quella di area.

14
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E facile dalla definizione di seno e coseno ricavare i lordigirqualitativi e da questi quelli delle
altre funzioni trigonometriche, che riportiamo nella figurO seguente.

AT MWW
BCVANELY
LJEL U

TENT 7T

(d) cotx (e) sex (f) cscx

Figura 10: | grafici delle funzioni trigonometriche.

Le funzioni trigonometriche soddisfano una quantita dntita algebriche estremamente notevoli,
di cui elenchiamo le pit importanti.
Innanzitutto abbiamo (dal teorema di Pitagora, o — il che stégsa cosa — dalla definizione di

distanza fra due punti):
Sir? x + co x = 1, (22)

da cui segue immediatamente che, com’é owvio anche dallaizlefie geometricajsinx < 1
|cosx| < 1. Si osservi che invece di scrivere (%) scriviamo, come & uso, $ix. E anche evi-
dente che la funzione seno ¢ dispari e la funzione cosenad €pamvvie proprieta di simmetria del
cerchio trigonometrico), cosi come le seguenti:

sin(x + g) = COSX, (23a)
cos + g) = —sinx, (23b)
sin(x — g) = —COSX, (23c)
cos — g) — sinx, (23d)
sin(x + 1) = sin(x — ) = — sinx, (23e)
cos + ) = cosiK — ) = — COSKX, (23f)

da cui si possono ricavare formule analoghe per le altreidnnirigonometriche.

15
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Vale poi il notevolissimaeorema di addizione

sin(X + y) = sinxcosy + cosxsiny, (24a)

cosfx +Yy) = cosxcosy — sinxsiny, (24b)

E molto facile dimostrare il teorema di addizione. Dimogreo infatti la formula analoga alla (24b)
per il coseno dellaiferenzadi due angoli, dopodiché & chiaro che basta utilizzare iefbe (23a)-
(23f) per ottenere le (24a)-(24b).

Figura 11: Costruzione per calcolare il coseno delttedinza di due angoli.

Con riferimento alla figura 11, abbiamo infatti che i segmé e CD, che insistono su due angoli
uguali e pari ak-Y, sono uguali. Utilizzanto quindi il teorema di Pitagora paicolarne la lunghezza,
abbiamo che:

\/(cosQ< —y) = 12 + sirf(x - y) = \/(cosx — cosy)? + (sinx — siny)?, (25)
da cui svolgendo i quadrati si ricava immediatamente:
2-2cosk—y) = 2-2cosxcosy — 2sinxsiny, (26)

OWVero:
cosfx — y) = cosxcosy + sinxsiny, 27)

da cui le formule di somma si ricavano immediatamente.

16
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Dal teorema di addizione si ricavano immediatamenfermule di duplicazione

sin 2X = 2sinXcosX, (28a)

cos X = coS X—siPx=2co$ x—1=1-2sirf x, (28b)

e con un po’ di sforzo si possono ricavare le formule per gli alultipli di un angolo dato.
Dalle formule di duplicazione si ricavano fermule di bisezione

. X 1 - cosx
sinz = i\/T, (29a)
X 1+ cosx
— =4 — 29b
cos3 + 4/ > (29b)

dove bisogna scegliere il segam — a seconda del quadrante in cui giage.
Notevoli sono anche le formule che esprimono il prodottaedi & coseni in termini di seni e coseni
delle somme algebriche degli argomenti:

2sinxsiny = cosk — y) — cosi +y), (30a)
2sinxcosy = sin(x—y) + sin(x +y), (30b)
2 cosxcosy = cosk — y) + cosi + Y), (30¢)

che si ricavano immediatamente dal teorema di addiziona,ceidsi ricavano a loro volta le formule

seguenti, anch’esse molto utili:

sinx + siny = 2005% sin X—ery (31a)
sinx—siny = ZCosX—JZFy sin x_;y (31b)
COSX + cosy = 2 cosx—;y cosx—;ry , (31¢c)
COSX — cosy = —2 sinX—Jzry sin x_;y (31d)

Consideriamo ora la funzione tangente. La funzionextardefinita ovunque cos # 0, cioé per
XeR, X#m/2+kr, keZ.

Cosa vuol dire quello che abbiamo appena scritto? vuol deelcx € reale, 2x non deve essere uguale a
7/2 pil un qualsiasi multiplo intero di.

Dalle (23e) ed (23f) si evince immediatamente che tale fureé periodica di periode (infatti se
mandiamox in X+ & sia il seno che il coseno cambiano segno, e quindi il loro gumb& non cambia).
Anche per la tangente vale un teorema di addizione che siaritamediatamente da quello per le

funzioni seno e coseno:
tanx + tany

—_—— 32
1 -tanxtany’ (32)

tanx +y) =

17
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da cui:

2tanx
tan X = ———, 33
1-—tar? x (33)

X 1 - cosx sinx
tan= = + ‘/ = . 34
2 1+cosx cosx+1 (34)

Consideriamo ora le funzioni trigonometricheverse Innanzitutto, le funzioni seno e cosenon

sono monotoneel loro dominio, per cui non possiamo pensare di invertilessiamo pero conside-
rare le lororestrizioniad intervalli in cui esse sono monotone, ed invertire tairizioni. E tradizione
restringere la funzione seno all'intervalles/2, 7/2] in cui essa & strettamente crescente, e la fun-
zione coseno all'intervallo [Gr] in cui essa é strettamente decrescente. Le inverse sonoz®hi
ARCOSENO €d ARCOCOSENO, indicate rispettivamente con arcsin e arccos, di cui tigaro i grafici nella
figura 12 seguente. Per quanto riguarda invece la tangessi&e ganonotona crescente in ciascun inter-
vallo di periodicita ¢7/2+kr, /2 + kr), k € Z, per cui basta sceglierne uno e invertirne la restrizione
a tale intervallo; tipicamente si scegke= 0, cioé l'intervallo che contiene l'origine-r/2, 7/2); tale
funzione inversa prende il nome gicorancente € si indica con il simbolo arctax) ne riportiamo il
grafico in figura 12.

1.5 3

-1 -0.5 0.5 1 1.5

-1 -0.5 0.5 T

(a) arcsinx (b) arccosx

e =
a = O,

10 5 5 10
-0,
‘1
.15

(c) arctarx

Figura 12: Grafici delle funzioni trigonometriche inverse.

E chiaro che I'arcoseno e I'arcotangente sono funzionitatreente crescenti mentre I'arcocoseno
€ una funzione strettamente decrescente. Inoltre I'anmosel’arcocoseno sono definite nell’inter-
vallo [-1, 1], mentre I'arcotangente é definita per ogmeale; il codominio di arcsix € I'intervallo
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[-7/2,7/2], il codominio di arccox € l'intervallo [0, 7] ed il codominio di arctarx € I'intervallo
(=n/2,7/2).
L'arcotangente soddisfa la seguente curiosa identita:

1 5 sex > 0,
arctanx + arctan- = (35)
X |-z sex < 0.
Infatti, ponendax = tany, abbiamo pex > 0:
1 1 cosy sinG-y)
- = = " = = tan - s
X tany siny cosG -y) (ZT Y

da cui:
1
arctan- = = — arctanx,
X 2

che & la tesi. Poiché sia arctaohe arctan(1x) sono funzioni dispari, segue la tesi anche nel casd.

X sinx COSX tanx
0 0 1 0
. V3-1 1+v3 _
12 22 22 2- V3
Ed V6-1 1 [5++5 1- 2
10 4 2 2 VE
Vo-+2 2v2
% 2 2 \/§ -1
z 1 N3 1
6 2 2 \3
1 [5-45 V5+1
5 N2 T V5-2V5
V2 V2
2 2 2 1
3 V6+1 1 [5-46 2
10 - N 1+ %
V3 1
3 > 3 \E
3 V2+ 2 V2-+2
s 2 2 1+ V2
2r 1 [5+6 V5-1
A 5 5+2V5
5t 1+ V3 V3-1
12 22 2v2 2+ V3
5 1 0 non definita

Tabella 1: Alcuni valori speciali delle funzioni trigonoiniehe.

Nella tabella 1, infine, riportiamo i valori di seno, cosentaagente per alcuni valori speciali
dell’'argomento.
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Una rassegna completa di trigonometria & chiaramente liwmgbo in questa sede. Si rimanda chi

fosse interessato a qualsiasi libro di trigonometria.

Raccolte complete di formule trigonometriche, insiemerdgaltre, si puossono trovare sulle tradizionali
“tavole dei logaritmi” o sul libro di trigonometria delle sole superiori. Esistono poi libri come ad es. M. Abra-
mowitz, I. A. StegunHandbook of Mathematical Functions with Formulas, Graphd #athematical Tables
U. S. National Bureau of Standards, 1972 che contengonoltaquit che complete di tabelle e formulari per
le funzioni trigonometriche e molto, molto altro. Infine silohttp://functions.wolfram.com/ Si trova
un formulario assai completo per una quantita di funzioni.

Ovviamente, I'uso di tabelle e formulari non solo non saftite la conoscenza diretta delle cose maees-
sita tale conoscenza, altrimenti non si € nemmeno in grado daceda formula desiderata ed interpretare le

tabelle.

1.2.6. Altre funzioni

Quelle che abbiamo nominato sono salounefunzioni elementari che sono note ed utilizzate fin
dalle scuole superiori. Introduciamo ora delle funzioniuawvale la pena dare un nome a causa del
loro frequente utilizzo, riservandoci di introdurne altre seguito.

La parTE INTERA di UN NUMero real& é definita come:

[X] =maXneZ:n<xj, (36)

cioé come il pit grande intero minore o uguale al reale camatd. Ad es. [B] = 1, [3] = 3,

[-2.5] = —3 (si raccomanda di riflettere su quest’ultimo caso!).
A volte conviene distinguergduetipi di funzione parte intera, |eBUNZIONE PAVIMENTO € |@ FUNZIONE SOFFITTO:

[X|=[X] =maXneZ:n<x} (funzione pavimento) (37a)

[X]=minfneZ:n>x} (funzione sditto). (37b)

In parole, la funzione pavimento € la stessa cosa della paem come precedentemente definita, mentre il
sdfitto di un realex € il pili piccolo intero maggiore o uguale al reale dato; ad®8] = 2,[3] = 3,[-2.51= -2

(si confronti con la funzione pavimento). La funzione pagirto dunque approssima il suo argomento con il
miglior interodal bassgmentre la funzione ghtto approssima il suo argomento con il migliore intdedl’alto,

da cui i nomi.

La parTE FRAZIONARIA di UN numero reale € definita come:
(X)=x-[x, (38)

cioé il numero medesimo, meno la sua parte intera. Ovviaankenparte frazionaria di qualsiasi
numero intero & nulla.
In fig. 13 vediamo i grafici di queste tre funzioni.
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3 3 —
2 — 2 —
1 — 1 f—
3 2 1 1 2 3 3 2 1 1 2 3
— — 1
— 2 — 2
— 3 3

(@) Lx] (b) Ix]

V4

(©) (%

Figura 13: Funzione parte intera (o pavimento), funziortiétem funzione parte frazionaria.

La funzionesegno € definita come:

-1 sex<0,
sign) =40  sex=0, (39)
1 sex > 0.

Non importa com’e definita la funzione segno quando il suo@gnto € nullo; noi abbiamo scelto che valga 0
per semplicita, a volte viene definita come +bo addirittura non definita nell’'origine.

Ricordiamo che il valore assoluto di un numero realdetto ancheropuLro di X, & definito come:

IX| = max{x, —x}. (40)
Notiamo che:
) -X sex<0,
IX| = xsign(X) = (41)
X sex=0.
Inoltre vale la proprieta:
X+ Y1 < X +1yl, (42)

dettadisuguaglianza triangolarenotevolissima.

La dimostrazione della disuguaglianza triangolare € atswlente elementare. Un modo intuitivo € il se-
guente: la disuguaglianza é ovvia (nel senso che vale llejjsaex e y hanno lo stesso segno;sey hanno se-
gno opposto, i loro valori assoluti si sottraggono otterequindi un numero inferiore a quello che otterremmo
se li sommassimo. Un modo formale e pedante € il seguretg soddisfano le disuguaglianzéx| < x < |x|,
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-yl £y < |y (saturando l'una o I'altra disuguaglianza a seconda chesgp@sitivi 0 negativi); sommando
membro a membro tali disuguaglianze otteniamo:

—IX =yl < X+ Yy <X +1y,

che e latesi.

Nella fig. 14 riportiamo il grafico della funzione valore asgo.
5
4
3
2

1

-4 -2 2 4
Figura 14: Grafico dix|.

Conviene introdurre anche RNzioNeE GrabpiNo O FunzioNE DI HEeavisipe (dal nome del fisico e
matematico inglese Oliver Heaviside, 1850-1925):
0 sex <0,
H(x) =
1 sex > 0.
Di nuovo, il valore della funzione di Heaviside in 0 & inesgale in qualsiasi applicaziond.a funzione di
Heaviside viene anche indicata a volte con il simb®lx) (cosa assai infelice perché le cosiddette
“funzioni ¥ sono in matematica ben altra cosa).

A partire da funzioni note, come ad es. gquelle che abbianto fiisora, ne possiamo costruire altre
non solo mediante operazioni elementari o mediante comiposi, ma anche mediante una speciale
“chirurgia” sulle funzioni, nota comegeriNizioNE PER INTERVALLI. La funzione segno e la funzione di
Heaviside ne sono degli esempi: il valore della funzionedefihito tramite formule, ma da formule
diverse a seconda dell'intervallo in cui la variabilgiace. Non c’é nulla di speciale in tali definizioni:

basta solo prestare attenzione alla espressione da antdizei vari intervalli.

Infine, non dimentichiamanai che qualsiasirelazione che soddisfa la definizione di funzione data nel ca
pitolo precedente €, appunto, una funzione. Non & detto iehgesnplice, data da una formula esplicita, o
nemmeno che dobbiamo conoscere un modo per calcolarla addirittara abbia un grafico che & possibile
disegnare. Due esempi:

e Consideriamo la funzione:
0 sex ¢ Q,
pu(x) = (43)
1 sex e Q,
cioé la funzione che & 0 sugli irrazionali e 1 sui razionalcHtaro che per sapere quanto vale dobbiamo

sapere se il suo argomento € razionale o meno, il che non@ aedtsia banale (esistono numeri che

22



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

sono definiti da formule molto semplici di cui a tutt’oggi neinsa se siano razionali 0 meno). Inoltre
non & possibile disegnare concretamente un grafico sigivficdi tale funzione: infatti un tentativo di
disegnarla non potra che dare due linee orizzogtaliO ey = 1, su cui i punti che rappresentano la
funzione sono densi.

e E noto, per ragioni che vedremo piG avanti, che una equaztysebrica di quinto grado (in generale
di grado dispari) ha sempre almeno una radice reale (evemage di pil, al massimo in humero pari
al grado dell’equazione). Quindi possiamo definire la foneif(a) come la pid grande radice reale
ad es. dell’equazione di quinto graa® + ax* + x> + x + 1 = 0. E noto perd che@on esiste alcuna
formula in termini di funzioni elementari per scriverlsalvo casi particolari. Quindi una funzione come
la f(a) sopra definita pud essere calcolata con la precisione chiéanm utilizzando dei metodi di
calcolo numerico, ma & notopriori che non esiste nessuna formula per scriverla, in terminirgdiibni
elementari.

1.2.7. Composizione di funzioni elementari

Mediante composizione di funzioni possiamo definirne gmiaitre ce ne pare. L'unica cosa a cui
dobbiamo stare attenti che non abbiamo ancora considexaisagaccade al dominio della funzione
composta.

Infatti, guando una funzione & assegnata, in pratica, déoumaula, in genere non viene specificato
il dominio: si sottintende che il dominio €& l'insieme dei ligaer cui la formula data ha senso. |l
problema diventa appunto trovare tale insieme. Ad es., Ba@io la funzionen(x) = g(f(x)), non
e detto che il dominio dh sia uguale al dominio df, come potrebbe sembrare a prima vista: infatti
preso urx nel dominio dif, f(x) € certamente ben definito, ma potrebbe giafeve dal dominio di
g! Quindi non solox deve giacere nel dominio di, ma i valori ottenuti dif (x) al variare dix devono
essere contenuti nel dominio gliin questo modo & possibile che il dominio della funzione posta
siapil piccolodel dominio dellaf. Facciamo un esempio.

Sia:

f(x) = log, arcsinx.

Qui la nostra funzione & composta delle due funzioni arcsoge La funzione arcsin & definita per
x compresi nell'intervallo f1, 1], ed € positiva pex nell'intervallo (Q 1], negativa o nulla in{1, Q].
La funzione log é definita per valori strettamente positivi del suo argomenindi sono accettabili
solo valori dix nel dominio della funzione composta tali che arosin 0. Quindi dom() = (0, 1].

E chiaro che se la funzione considerata & composta da p@dcocizioni, allora pud diventare
delicato ricavarne il dominio.

Esercizio 2. Determinare il dominio della funzione:

f(X) = \/Iog2 arcsinx — log, %
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1.3. Le funzioni in geometria

Il linguaggio delle funzioni in geometria & estremament®ofelo di applicazioni. Ben lungi dal fare
un corso di complementi di geometria, introduciamo in modatonsemplice ed informale alcuni
concetti che ci serviranno per sostanziare quando appresa & comprenderne ['utilita.

1.3.1. I reali come retta; il piano e lo spazio cartesiano

E noto che possiamo rappresentare i numeri reali su unaseégliendo un punt® qualsiasi, detto
ORIGINE, SU tale retta, scegliendo una unita di misura per misueatiéstanze dall’'origine e scegliendo
una direzione sulla retta per definire la relazione d’ordiniereali (cioé in pratica scegliendo un altro
puntoU ed associandolo al numero reale 1). In tal senso si palerti REALE.

Possiamo rappresentare deppie ordinate di numeri realsu un piano, scegliendo un punt
qualsiasi, I'origine, aluerette distinter; e r, passanti pe®©, detteassi coorpiNaTi, SU Ciascuna delle
quali abbiamo scelto un puntd, e U, che definisce I'unita di misura e la scelta del verso su ciascu
asse. Indi, dato un punt® qualsiasi nel piano, consideriamo le sue proiezidne P, sugli assiry
er, rispettivamente, condotte parallelamente agli assi. Irdureri reali che corrispondono ai punti
P, e P, sulle due rette sono una coppia di numeri reale x, detti coorpINATE cARTESIANE del punto
P rispetto alsistema b1 rireriMENTO O 1 Fo. Viceversa, data una coppia ordinata di numeri realy)
possiamo considerare il pun®@del piano che ha, rispetto ad un sistema di riferimento dzuej
numeri come coordinate cartesiane. In genere, gli assdowidr vengono scelti perpendicolari e le
unita di misura uguali su entrambe gli assi.

Una costruziona analoga puo essere fatta nello spazimeitiionale, rappresentando quindi i punti
nello spazio tramite unterna ordinatadi numeri reali, che ne esprimono le sue coordinate cartesia
in un sistema di riferimento definito da un’origifee datre assi coordinati, r» ers (in genere scelti
perpendicolari).

1.3.2. Coordinate polari, cilindriche, sferiche

Le coordinate cartesiane sono ben lungi dall’'essere Idhamossibili, o le uniche utili, anzi: in genere
€ opportuno scegliere nello studio di un determinato probld sistema di coordinate che meglio si
adatta alle simmetrie del problema considerato.

Qui noi definiremo semplicemente tre sistemi di coordinate nel piano e due nello spazio, utili
in molti problemi concreti. Ulteriori nozioni si posson@ware su qualsiasi buon libro di geometria
(ad es. B. A. Dubrovin, S. P. Novikov, A. T. Fomenk@gometria Contemporangd/ol. 1, Ed.
Riuniti, 1999; si tratta comunque di un testo relativamentanzato che presuppone alcune nozioni
che studieremo solo pil avanti, in particolare calcoledenziale ed integrale per funzioni di pid
variabili reali ed algebra lineare).
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Le coorpINATE POLART Nel piano sono definite come segue. Nel piano individuiamg@umto O,
I'origine o polo, ed una semirettapartente da. Dato un puntd, le sue coordinate polari sono la
distanzar del puntoP da O e 'angolo8 fra la semirettaDP e la semirettd (per convenzione preso
positivo nel verso antiorario).

La relazione tra coordinate cartesiane e coordinate pblaviviamente molto semplice, se sceglia-
mo come origine per le coordinate cartesiane quella detfedimate polari e come assda retta che
contiene la semiretta(v. fig. 15). Abbiamo infatti chiaramente:

X =T COSH,
(44)
y =rsing,
e le inverse:
r=x+y2
0 = arctan¥ sex> 0,
6 = arctant. + sex < 0, (45)
0=75 sex=0,y>0,
0=-5 sex=0,y<0.

L'espressione pef € (apparentemente!) complicata perché la funzione argetdae € sempre com-
presa fra-m/2 en/2, mentred varia in tutto il cerchio trigonometrico, quindi & necessalistinguere
il caso del primo e del quarto quadrante e quello del secongoze quadrante (che non sono nel
codominio della arcotangente!). Un attimo di riflessionearivincera che le formule precedenti sono
corrette.

Sono evidenti i seguenti fatti:

e r>0;
e ser = 0 I'angolod & inutile perché ¢ nell'origine indipendemente dal valoredji

e I'angolo 6 puo essere preso variabile ad es. in un intervallo conr)Qoppure ¢, 7] — basta
che tale intervallo sia lungar2

C’é dunque una sorta di “discontinuita” nella variakilese ad es. scegliame [0, 27), muovendo

il punto P con continuita , quando questo attraversa il semiassegativod “salta” da 0 a 2 (o
viceversa); se scegliamb e (-, x], tale salto avviene quando il punt® attraversa il semiasse
positivo. Ne segue che le coordinate polari non sono un “bs@tema di coordinate nell’'origine,
perché coppie di coordinate polari distinte corrispondahmedesimo punto — l'origine —, ed in pid
abbiamo il problema del “taglio” nella variabi® a cui occorre prestare attenzione interpretando
sempred come un angolo, cioé una variabile reale definita a meno dipliuhteri di 27.
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Figura 15: Coordinate polari.

Esempio 9. Le semirette che partono dall’'origine sono rappresentat®ardinate polari dall'equa-
zioned = «a, dovea € una costante. | cerchi con centro nell’'origine sono raggniati da = a, dove
a > 0 e una costante. Le rette in coordinate polari hanno perzemnexr = p/ cosf — «), dovep > 0,
a sono costanti (qual’e il significato geometricofle «?). L'equaziona = 2acosé rappresenta un
cerchio di centro (0r) che passa per l'origine, mentre I'equazione generale dienohio € data da
r’ + ¢ — 2rccos@ — a) = A2, dovec, a e A sono costanti.

Nello spazio ci sono due sistemi di coordinate simili allerctinate polari del piano: leoorpiNaTE
CILINDRICHE € |€ COORDINATE SFERICHE. In entrambe i casi, immaginiamo di avere nello spazio ueisia
di coordinate cartesiane ortogon@lXY Z in cui le coordinate sono espresse da una terna di numeri
reali (X, y, 2).
Le coordinate cilindriche del punt® nello spazio sono ottenute proiettando il puRtmel piano
XY, ottenendo su tale piano un purRg le coordinate cilindriche dP sono dunque i tre numegi ¥,
z, dovep, v sono le coordinate polari d nel pianoXY mentre la coordinata, dettaquora di P per
owvi motivi, € la stessa di prima. Ne segue che la relaziamkfcoordinate cilindriche e le coordinate
cartesiane e data dalle formule:
X = p COSY,
y = psiny, (46)
z=2

Le formule inverse sono praticamente identiche a quelléepevordinate polari!
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Si osservi la quantita = \/m e la distanza dall'asse quindi I'insieme dei punti che soddi-
sfanop = (cost.) & un cilindro (infinito) che ha per asse I'agse raggiop. Da cio deriva il nome di
coordinate cilindriche.

Le coordinate sferiche sono invece date dalle formule:

X = r cosfsing,
Y = I COSH COSp, 47)

Z=rSsiné.

Le coordinate, 6, ¢ variano rispettivamente negli intervalli,[@), [-7, 7], e ad es. [02x).

Si noti che talvolta vengono usate notazioni leggermentersié per le coordinate sferiche, ad es.
sinf e coyy sono scambiate.

Si osservi inoltre che = /x2+y2 + 7, cioér & la distanza dall'origine. Per capire I'interpre-
tazione delle due coordinate “angolaéi’ ¢, riflettiamo un attimo sulla loro costruzione geometrica.
Poichéz = r sing, I'angolo 6 & I'angolo tra 'asse& e la semirettaDP che parte dall'origine e passa
per il puntoP. Indicando come prima coR’ la proiezione del punt® sul pianoXY, di coordinate
(x,y) = (r cos@sing, r cosd cose), € evidente che le coordinate polariRisul pianoXY sonor cosé
e ¢, per cuig e I'angolo tra I'asseX e la semirettaDP’ sul pianoXY. Gli intervalli di variazione del-
le variabili angolari seguono da queste (semplici) comsifleni geometriche. Per ragioni piuttosto
owvie, la coordinat# viene detta.arrruping € la coordinat@ viene detta.oNGITUDINE.

Ovviamente l'insieme dei punti che soddisfane (cost.) € una sfera di raggio da cui il nome di
coordinate sferiche.

1.3.3. Curve e superfici in forma esplicita, implicita, para metrica

Non & nostra intenzione qui dare definizioni rigorose di awendi superficie, che sarebbero inevita-
bilmente complicate e sottili: ci accontentiamo dell’idetuitiva di tali concetti.
Una curva nel piano pu0 essere rappresentata analiticanmefirmagspLicITa:

y=1f(x)  oppure x=g(y) (48)

(nel primo caso si parla di curva rappresentata esplicitéengspetto ay e nel secondo di curva
rappresentata esplicitamente rispettq,soppure in formampLicrTa:

F(xy) =0, (49)
o infine in formapPARAMETRICA:
X = ¢(1),
¢(t) (50)
y=y(b).
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Si puo passare dall’'una all’altra forma, anche se i teordmigarantiscono il passaggio da una for-
ma all’altra non sono banali e verranno presi in considerazipit avanti. Nel frattempo possiamo
immaginare che si possa passare da una forma all'altrarpenio quando & possibile fare i conti
esplicitamente.

Esempio 10.L'equazione del cerchio unitario in forma esplicita rigpeidy é:
y=+vV1l-x?

(si osservi chesono due equazionuna con il+ ed una con il; ciascuna descriven semicherchio
quella con il+ il semicerchio superiore, quella corHlil semicerchio inferiore). In forma implicita &
data da:

X +y?-1=0,

ed in forma parametrica da:
X = Ccost,
y = sint, t € [0, 2n).

E importante rendersi conto che una stessa curva pud esggeesentata da funzioni diverse.
Tanto per fare un esempio banale, tutte le equazioni del tipo

C+y-1)"=0

rappresentano il cerchio unitario.

Le superfici nello spazio possono essere rappresentatepdo analogo alle curve nel piano, in
forma esplicita rispetto a ciascuna delle tre variabili €adrispetto alla comez = f(x,y)), in forma
implicita comeF(x,y, 2 = 0, ed in forma parametrica come:

X = ¢(u, V),
y = (U, V), (51)
Z=x(u,Vv).

Il fatto che, in forma parametrica, una superficie ha bisogdindue parametri per essere rappresentata ha ov-
viamente a che fare con il fatto che la superficie & un oggettmsecamente bidimensionale. | parametw
possono essere interpretati coom®rdinate localisulla superficie medesima.

Non ha molto senso rappresentare una curva nello spazienrafesplicita, in quanto occorrerebbe
esplicitare due variabili e la cosa non ha molto senso mratin forma implicita, una curva nello
spazio viene rappresentatadizefunzioni:

Fxy.9=0,  G(xy,2 =0, (52)
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pensando quindi alla curva come all'intersezione di duedigd. In forma parametrica invece é data
semplicemente da:

X = ¢(1),
y = y(b), (53)
z= x(t).

Abbiamo un solo parametro perché la curva € un oggetto uepitsionale.

1.3.4. Curve e superfici notevoli

Descriviamo ora alcune curve e superfici famose.

Esempio 11.Unaconica € una curva piana di equazione implicita:
ax + bxy+cy’ + dx+ey+ f =0,

cioé una curva rappresentata in forma implicita da un paoiinodi secondo grado nelle due variabil
X, Y. I nome deriva dal fatto che una qualsiasi conica pu® esdtgruda dall'intersezione di un cono con un
piano.E ben lontano dai nostri scopi fare qui la teoria generalke @eniche, i cui aspetti salienti sono
ben noti dal liceo e sono considerati acquisiti.

Esempio 12.Le curve della forma:
y? = ax’ + b + cx+d

sono dellecusicue (ovvero curve rappresentate in forma implicita da un pafimdi terzo grado
nelle due variabilix, y) particolarmente famose e sono detteve eLLiTTicHE (@anche se non hanno
praticamente nulla a che fare con le ellissi, per lo meno nanddo diretto).

Esercizio 3. Disegnare (anche rozzamente, per punti!) i grafici qualitdelle curve di equazione

implicita:
Y =X - x,
y2 =X+ X,
Y2 =X+ %2

Esempio 13. Consideriamo la curva rappresentata in coordinate padéliteduazione:
r’ = a?cos 2.

Tale curva € detteemNISCATA.

29



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

Osserviamo chefinché I'equazione sia possibile, deve essere €@s@, per cui ci saranno punti
appartenenti alla curva solo nei settfi< n/4,10 — n| < n/4. Inoltre, perd = 0,0 = nr = a, che
e il massimo valore chg, cioé la distanza di un punto sulla curva dall’'origine, puéra. Inoltre,
essendo il coseno una funzione pari, I'andamento dellaacandando da = 0 versof = n/4 é |l
medesimo che andando éa 0 versod = r/4, cioé decrescente (verso 0, che ¢ il valore di egs2
0 = n/4). Analogamente nel secondo e terzo quadrante. La formcitapn coordinate cartesiane
di tale curva si ricava facilmente; infatti:

r2 =a?cos @ = r* = r2a?(cos’ 0 — sir? 6),

da cui:
(0@ +y)? =80 - ),
per cui la lemniscata € un’esempiodisrtica, cioé di curva data in forma implicita da un polinomio

di quarto grado.
In fig. 16 abbiamo riportato il grafico della lemniscata eoa 1.

Esempio 14.Consideriamo la curva rappresentata in coordinate pabaniec
r = 2a(1 + cosé).
Per ricavarne I'espressione in coordinate cartesianeigiao i seguenti passaggi:

r = 2a(1 + cosf) = r? = 2ar + 2ar cosd,

X% +y? — 2ax = 284X + Y2,

e quindi abbiamo un’altra quartica:

da cui:

(@ +y? — 2aX)? = 4a°(% + y?).

Tale curva & dettaarbioipe a causa della sua forma, come si vede dal grafico in fig. 17.

1.5

_ 20.5 0.5 05 0.5 1 15
0. 2 fs

-1.5]

Figura 16: Lemniscata. Figura 17: Cardioide.
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La curva e simmetrica rispetto all’asse cioé non cambia se cambiamo il segnoydilnoltre,
osservando la sua espressione in coordinate polari, cigiaow che = 0 perd = +x, er hail suo
valore massimor(= 4a) perd = 0. Fra—r e Or cresce monotonicamente da Oa é fra0 en r
decresce monotonicamente daa0. Inoltre siccome € ben definita, come funzione @i per ogni
angolo valore del suo argomento, ne segue che lungo il laagrdiangolod incontriamo un (unico)
punto della curva. Uno studio pit approfondito della cunehiede un tipo di argomenti che verra
trattato pid avanti.

Esempio 15. Le superfici rappresentate in forma implicita da equaziehtigo:
a1 + @y + AgaZs + 281Xy + 2a13XZ+ 28p3yZ+ b1 X+ by + bgz+c =0

vengono dett@uapricae. Esempi di quadriche sono la sfera, gli ellissoidi, i pataig gli iperbo-
loidi, i coni. Li vedremo con maggiore attenzione pilu avanti

Esempio 16.Un esempio di curvacHemsa, cioé di curva nello spazio che non é contenuta in nessun
piano, é ad es. la seguemigca che si scrive in forma parametrica come:

X = acost,
y = asint,

z=bt, teR.

Tale curva ha la forma di una molla: infatti la sua proiezi@o pianoXY € un cerchio di centro
I'origine e raggioa, mentre la variabile, che esprime la quota del punto che corre sulla curva, cresce
proporzionalmente &

2. Successioni

Una funzionef : N — R, cioé dall'insieme dei numeri naturali ai reali, viene deifticcESSIONE.
E evidente che potremmo denotarle con il simbb{n) come si fa per qualsiasi funzione, pero per
ragiono di comodita e di uso si preferisce indicarle connitsilo f,, cioé indicando I'argomento in
un indice. La successione nel suo insieme, pensata comenziarie, viene indicata in genere con il
simbolo{ch}nen, leggasi “I'insieme det,, al variare dinin N”, o brevementéc,}. Di nuovo, usiamo la
letteran per caso, potremmo usare qualsiasi altra lettera purchéngtta d’accordo che rappresenta
un intero (in genere ma certamente non sempre si usanodeelétdi e n — le iniziali di “intero” e
“numero” — per indicare i numeri interi).

Non vi & nulla di speciale, in teoria, in una funzione defisitanaturali invece che sui reali; in pratica, pero,
le successioni giocano un ruolo importante per cui si pigferdargli un nome (successioni) ed una notazione

loro. Inoltre, potremmo considerare anche funzibni Z — R; per tali oggetti, che potremmo definire per
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ovvie ragionisuccESSIONT BILATERE, la teoria non dterisce granché da quella delle successioni normali per cui

non le menzioneremo oltre.

2.1. Proprieta elementari

Le successioni sono funzioni definite su un insieme totatenendinato, per cui le definizioni di
crescenza, decrescenza, crescenza e decrescenzarsietiéonia etc. si applicano alla lettera. Ov-
viamente non ha senso parlare di funzione inversa di unassicne, ed anche la composizione di
successioni in genere non ha senso (perché le successianirsgenere a valori ifR, non inN,
quindi comporne due non ha senso).

La cosa che pil si avvicina al concetto di funzione compokaseéguente. Sid,} € una successione
strettamente crescendgevalori inN, unasorrosuccessione di una successione ddi,} € la successione
{ax,}, cioe la successione ottenuta prendendo, dalla succegsignprima il k;-esimo elemento, poi
il ko-esimo elemento, poi kz-esimo, e cosi via.

Possiamo parlare di successioni positive 0 negative esatti@® come per le funzioniln caso di
successioni bilatere, potremmo persino parlare di suitoggzari o dispari.Infine, ha senso anche parlare
di successioni periodiche, dove pero il periodo deve essereimero intero.

2.1.1. | simboli di sommatoria e di produttoria

Lavorando con le successioni, capitera spesso di voleicappluna operazione elementare perlomeno
ad una parte della successione, ad es. vogliamo poter reciivenodo semplice espressioni tipo
“la somma dei primi 100 elementi di una successione”, o “ddmtto degli elementi dal quindo al
diciannovesimo di una successione” e cose an analoghearoewite potremmo usare le notazioni
“con i puntini” tipo le seguenti:

a; +ay+---+ agg + A100, b5b6---b19a

ma € evidente che si tratta di notazioni scomode ed ambigue.
Introduciamo pertanto #imBoLo b1 sommaTorIA Y, hel modo seguente. Con la notazione:

> a (54)
k=n
intendiamo la somma di tutti i numeay, al variare dk dan am. Volendo si pud anche scrivere:
> a
n<k<m

Si intende chesottoil simbolo di sommatoria appare il valomaferiore che assume ihdice di som-
matoria k e chesoprail simbolo di sommatoria appare il valosiperioreche assume l'indice di
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sommatoria. L'indice di sommatoria viene in genere indicaitto, insieme al valore inferior& € n
nel caso preso ad esempio), ma se é chiaro di cosa si trattarttekto a volte viene anche omesso:

m
> a
n
Si sottointende che l'indice di sommatoriarfell’esempio) sale da ama passi di 1 (cioé assume
di volta in volta i valorin, n + 1, n + 2, fino am). Se & necessario specificare un modo di procedere
dell'indice di sommatoria speciale, o viene specificato mleascrivendolo sotto il simbolo di som-
matoria, o viene modificata la formula opportunamente. Aegtrggo, immaginiamo che vogliamo

indicare la somma di quegli elementi della successiapiconk che varia daa 2me con indicek
pari; possiamo dunque scrivere in uno dei due modi:

Z a.  oppure i a.
I=n

2n<k<2m,
k pari

E assolutamente importante sottolineare che I'indice dirsatoria & quella che si chiamvariabile
muta ha senso solo all'interno del simbolo di sommatoria medes@si puo utilizzare la lettera che
ci paresenza che la sommatoria cambi in alcun mokhoaltri termini, le due sommatorie:

100 100

Zeuek;ak

i=1
sono assolutamente la stessa codRipetiamo:sono assolutamente la stessa cosaoltre, espres-
sioni come la seguent®no proibite perché non hanno senso:

100
kZ ay < Non ha senso!
k=1

Infatti k varia da 1 a 10@entrola sommatoria, per cduori non vuol dire nulla.

Per chi avesse un minimo di familiaritd con qualche linguadgprogrammazione, il simbolo di sommatoria
ha una certa relazione logica corfdr del linguaggio C e con b0 del FORTRAN.

Ovviamente l'operazione che viene fatta in un simbolo di s@toria € sempre una somma, per
cui le ordinarie proprieta della somma continuano a valé&wees. possiamo portare fattori comuni
fuori dal simbolo di sommatoria applicando la proprietéatrdisitiva della moltiplicazione (o della
divisione) rispetto alla somma; ad es.:

ZSaJ:SZak oppure Z—:—Zaj,
=t k1 = b b

ma non:
m m

Z kag = kZ ax < Non ha senso!
k=1 k=1
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(si osservi che a volte abbiamo cambiautamentel simbolo utilizzato per I'indice di sommatoria
per rendere evidente come questo sia inessenziale; ingraih si fa per evitare di confondere le idee
a chi legge la formula).

Per convenzionda sommatoria vuota val. Ad es.:

N
> a
k=1
vale automaticamente 0 quanblo< 1.
MediantesiMBoLo DI PRODUTTORIA POSSiamo scrivere in modo compatto i prodotti invece che le

]m[ ax (55)
k=n

intendiamo il prodotto di tutti i numeray, al variare dik dan am. Le proprieta del simbolo di

somme. Ad es. con la notazione;:

produttoria sono perfettamente analoghe a quelle del s$imticcommatoria, con I'ovvia dierenza
che si parla di prodotti invece che di somme; ad es.:

m m
[]2a=2"]]a.
1=1 =1

in guanto ogni fattore nel prodotto contiene un fattore 2aeshdom fattori nella produttorial(varia
da 1 am!) possiamo mettere in evidenza un fattofé 2

Per convenzionda produttoria vuota valel (perché mentre 0 € I'elemento neutro della somma,
I'elemento neutro del prodotto & 1).

2.2. Alcune successioni notevoli

Introduciamo ora alcune successioni particolari, chelé atinoscere per il loro frequente utilizzo nel

seguito.

2.2.1. Successioni lineari

Una successione lineare, detta anal@RESSIONE ARITMETICA, € UNa successione della forma:
a=pn+d, pgeR. (56)

E owvio che si tratta di una successione strettamente c¢ressep > 0, strettamente decrescente se
p < 0, e costante sp= 0.

L'unica cosa che ci interessa notare, perché & occasiontnugile, € la seguente: raolto facile
calcolare la somma dei prinN elementi di una successione lineare. Calcoliamo infatti:

N
J9
=1

J
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cioe la somma dei primN interi. Per farlo, osserviamo che possiamo rappresentasarnma di
tali numeri, rappresentando l'intetjocon j palline, arrangiandoli a triangolo, come ad es. nel modo
seguente per rappresentare la somma degli interida 1 a 5:

A questo punto €& chiaro chiedoppio di tale somma puo essere rappresentata nel modo seguente:

0000 O
(N N N NONGC
[ N N NONONGC
[ N _NONONONGC
® OO O0OO0OO0

e cioe in forma di rettangolo di bad¢ e altezzaN + 1 (nel caso preso ad esempio, di base 5 e di
altezza 6). Per cui il numero di palline cercato ds(&l + 1)/2, cioé la meta dell'area del rettangolo
(15 = (5- 6)/2 nell’esempio consideratoQuesta formula fu trovata dal matematico tedesco Carl Gauss
(1777-1855) quando a sette anni gli fu assegnato per pun@izial maestro di calcolare la somma di tutti gli
interida 1 a 100.

2.2.2.

Non é dificile, con un po’ di fantasia, capire come trovare la sommkaghelitenz&-esima dei primN interi.
Ovviamente il metodo inventato dal giovane Gauss non furezi®ero possiamo osservare theomma delle
potenzed-esime dei primi N intericioé la somma dN volte 1, €N, cioé una espressione lineare — di grado
1 —in N, mentrela somma delle potenze prime dei primi N infezhe abbiamo appena calcolato, & pari a
(N? + N)/2, cioé un polinomio di grado 2 iN. E facile congetturare che la somma delle potéaesime dei
primi N interi sia dunque un polinomio nella variabile inté¥adi gradok + 1. Ad es. congetturiamo che la
somma dei quadrati dei prinN interi sia:

N
Z j2=a+bN+cN?+dNS.
=1
Resta da trovare le costaatib, c, d. Queste possono essere trovate facilmente ponEnd®, 1, 2, 3 a turno
nella formula precedente, e ricavando delle identita perdegnitea, b, ¢, d. Infatti otteniamo facilmente:

a=0,
b+c+d=1,
2b+4c+8d=>5,

3b+9c+ 27d = 14,
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e cioé un semplice sistema di equazioni lineari che, risdtia seguenti valori:

1 1 1
a—O, b—é, C—E, d—§7

e quindi la somma dei quadrati dei prifiinteri sarebbe:

N
2N3 + 3N2 + N
> P (57)

j=1
Si puo controllare a mano qualche altro caso e verificare fib&ieamente la formulaembraessere quella
giusta: ma non é ancora stata dimostratdJna dimostrazione — ora che siamo sostanzialmente corligti

la formula trovata € quella giusta — pud pero facilmente reseienuta per induzione. Infatti, Si verifica
immediatamente che:

e Laformula é giusta peX = 1, infatti la la formula da il risultato giusto, che €, banafmte, 1.

e Assumento che la formula sia vera per il valdteallora & immediato verificare che vale anche per il
valoreN + 1:

2N3+3N2+N+(N+1)2_ 2N+ 12 +3(N+ 1)+ (N +1)
6 a 6 ’

come un semplice calcolo dimostra.

Quindi la formula & dimostrata, per il principio di induzematematica.

In effetti & possibile ricavare anche la (57) mediante un argoorggmmetrico simile a quello di Gauss, ma
pil complesso. Siveda ad es. guitp://bit.ly/ptOuc4.

Analogamente, ma con maggior sforzo, si possono trovaileréesomme di potenze degli interi.

Un fatto estremamente curioso € che il quadrato della sonaglaidteri da 1 an € esattamente uguale alla

somma dei cubi degli interi da 1reper ognin.

2.2.3. Progressione geometrica

Una successione del tipo:
ch=ar", n=0,12,... (58)

viene dettaroGRESSIONE GEOMETRICA. E facile calcolare la somma dei termini coiche varia da 0 ad
N (i primi N + 1) di una progressione geometrica (ed é evidente che a @@ gossiamo prendere
a = 1!). Infatti, sia:

Ne segue:

Snat = Sy + N = sy + 1,

cosa di cui ci si pud convincere con un semplicissimo calcQiaindi:

(1-r)Sy=1-rN+t
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da cui:
1- I,N+1

SyN= —— 59
N 1-r "~ (59)

che é peraltro una regola ben nota di fattorizzazione dé@iqui.

2.2.4.

Consideriamo la seguente successione:

=

Z - (60)

il cui n-esimo termine € quindi la somma dei reciproci degli interildan.

S,

Si tratta evidentemente di una successione positiva. rénolt anche una successione crescen-
te: infatti ciascun termine € ottenuto dal precedeaggiungendo una quantita positivaer cui é
ovviamente maggiore.

Si tratta inoltre di una successioil@mitata, cioé tale che i suoi termini possono assumere valori
arbitrariamente grandi. Consideriamo infatti terminiladbrmac,<_;, cioé le somme dei reciproci
dei primi X — 1 termini; ad es. peK = 4 consideriama;s:

1+1+1+1+1+1+1+1+1 1 1 1 1 1 1 (61)
23456789101112131415

Possiamo raggruppare i termini della somma in blocchi djth@zza crescente, pari alle successive
potenze di 2 (prima un blocco loungo 1, poi un blocco lungoa2up blocco lungo 4, etc.); ad es. nel
caso dic;s abbiamo quattro blocchi lunghi 1, 2, 4 e 8:

1+1+ +1+11111 1+1+1+1+1+1_ (62)
—— 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 ———
2 >1 >1 >1
2 2 2

e dunque evidente che ad egs > 4- (1/2) = 2, ma se la logica che soggiace al raggruppamento dei
termini nella somma é chiara, € evidente che:

1
Cok_1 > KE,

(63)

e quindi la successione ¢ illimitata (basta prendémuticientemente grandeNota bene abbiamo
dimostrato che i termini della formax_; sono illimitati; ma se una successione possiede una sotto-
successione illimitata, € evidente che é anch’essa iltaiRipetiamo se la successiorg € limitata,

vuol dire che:

vnlc,| < L, (64)

per qualchd. > 0; ma se la successione contiene una sottosuccessionigaiintio vuol dire che su
alcuni elementi la stima nella (64) € violata, e cio éfsiente per dire che la (64) & falsa.

37



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

2.2.5. La disuguaglianza aritmetico-geometrica

Dati n numeri positivix, . . . , X,, definiamo la lorouepia ARITMETICA COME:
n
iz Xi
p= 22X ©5)
n
€ |la |oroMEDIA GEOMETRICA COME:
n
J i=1
Vale allora la disuguaglianza:
Yy <u, (67)

detta appunto disuguaglianza aritmetico-geometrica. alapdi “medie” perché, come € banale
dimostrare, sia chey sono compresi fra il pit grande ed il pit piccolo dei valorjlile.

La dimostrazione & molto semplice, ma istruttiva. Si natiltaltro che nel casa = 2 si tratta di
qualcosa di ovvio (basta porse = a2, x» = b?, cosa sempre possibile visto che si tratta di numeri
positivi, e poi considerare la disuguaglianza-(b)? > 0).

Sia infatti x; = max x; il pit grande deglix, e x¢ = min; X il piG piccolo deglix; (se ce ne sono
pit di uno con lo stesso valore ne prendiamo uno qualsiasesadquello con indice maggiore).
Chiaramentey < y < X;. Sostituiamo oraq axj ex ax, dove:

X=% %= o
Y
Chiaramente la media geometriga degli x cosi modificati non cambia, mentre cambia la media
aritmetica; infatti, poiché:
x’j + X — Xj— X = —(Xj — V=) <0,
Y
perchéx, <y < xj, e quindiy” < u. Quindiy =", u > '

Ora, il gioco si puo ripetere di nuovo, per ottenere nuquina nuova media geometrigd ed una

nuova media aritmetica’’, e naturalmente ragionando come sopra otteniamo:

Ripetendo I'argomental massimo r+ 1 volte, ci riconduciamo al caso in ctuitti gli X sono oramai
uguali, ed uguali precisamenteja per cui le loro medie aritmetiche e geometriche coincid(mum
v) ed inoltre abbiamo ottenuto:

da cui la tesi.
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2.3. |l fattoriale
Definiamo ilrarTor1ALE di un humero naturalg, indicato com!, come:

or=1,
nt=n-(n-1)-(n-2)-...-1=TI,; |

(68)

In parole, il fattoriale din € il prodotto di tutti i naturali (O escluso ovviamente!) miho uguali adh.
Per convenzione 0! & 1 (ricordiamoci che per convenzioneddyitoria vuota e 1).

[l fattoriale cresce molto velocemente canAd es., 100! € un numero di 158 cifre decimali, e 1000!
€ un numero di 2568 cifre decimali. Pu avanti, quando avremmadoquantitativoper misurare
gquanto velocemente una funzione cresce, troveremo anchedid di quantificare un po’ meglio la
crescenza del fattoriale.

Nelle espressioni con il fattoriale bisogna stare attdigisemplificazioni. Infatti ad es.:

n! n! n! 1

- " oz L i TR

e cosi via.

2.3.1. Il doppio fattoriale
Talvolta € utile introdurre iboppio rarToRrIALE definito come segue:

@n!!'=(2n)-(2n-2)-2n—-4)----- 4.2,
@n+)M=2n+1)-(2n-1)-(2n-3)----- 3-1,

(69)

e cioeé pen pari, il prodotto di tutti i pari minori o uguali ad, e pem dispatri, il prodotto di tutti i dispari minori

o uguali ach.
Ovviamente:
(2n)!! = 2"n!, (70a)
@n+1)! @n+1)! @n+1)-2n-2n-1)----- (n+2)-(n+1)
I = = =
(2n+ 1)1 ) oI o . (70b)
2.3.2. | coefficienti binomiali e la formula del binomio di Ne wton
Si chiamacorrriciente BvomiaLk () (leggasi 'h suk’) la seguente espressione:
n n!
=— 71
(k) kl(n-Kk)!’ (71)

ovviamente definito pamn > 0, 0< k < n. | codticienti binomiali soddisfano le seguenti proprieta:

B-(-
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n n
hEAAR
n n
[§=ln" (72¢)
n-1 n-1 n
(2" 729
L'unica non banale €& la (72d), che comunque pud essere atgifinediante un calcolo diretto:

(E:i)Jr(n;l)_ (n-121)! N (n-121)!

T (k—Dn—K! T K(h—k-1)
~(=-Dk+(n-D(n-K nnh-1)! (n
B kl(n - K)! T K(n-K! (k)

La (72d), riflettendoci sopra un attimo, € la proprieta charggdte di calcolare i cd@cienti binomiali
per mezzo del famosiangolo di Pascal-Tartagliache si studia alle scuole superiori.
| coefficienti binomiali sono utili perché permettono di dimostrdat seguente formula, dettar-
LUPPO BINOMIALE, Che permette di espandere la potenzsima di un binomio:
n
@+by=>" (”)akb”-k. (73)

k=0 K

Tale formula puo facilmente essere dimostrata per indezigiizzando la (72d). Infatti, innanzitutto
la (73) & banalmente vera per= 1: infatti in tal caso tale formula ci dice cha £ b)! = a+ b, il
che é owvio. Quindi¢ syficiente dimostrare che, asssumendola vera nel casd,re vera per n per
averne dimostrata la validita per ogni ibbiamo dunque:
L n-1 n-1
(@a+b)"=(a+b)"(a+b) = [Z( )

)a"b”‘l"‘] (@+b) =
k=0

il che conclude la dimostrazione.

40



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

Questi passaggi sono veramente semplici: si tratta sokgdiere le formule chiedendosi ad ogni passaggio
cosa e successo, e diricordarsi che viene fatto uso dellf) iiT2n punto cruciale, e cioé nel settimo passaggio.
La comprensione di tale dimostrazione & una buona verifilta @eniliarita con il simbolo di sommatoria.

La (73) ci permette di dimostrare un’altra proprieta deifBornti binomiali:

Zn: (E) = (74)

k=0
Basta infatti porrea = b = 1 nella (73) per ottenere la (74).
Sono definite moltissime altre funzioni aritmetiche, speggparentemente interessanti solo per chi si occupa
di argomenti astratte come l'algebra e la teoria dei numérirealta, man mano che l'algebra e la teoria
dei numeri sono diventate discipline di interesse praticawasa delle loro applicazioni in crittografia, molte
funzioni della teoria dei numeri hanno acquistato intexgsatico. Sirimanda comunque ad un corso di algebra

o di matematica discreta per ogni approfondimento.
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