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Parte I.

Fondamenti

In questo capitolo introduciamo gli oggetti fondament&le i serviranno per lavorare: sostanzial-
mente i numeri, dai naturali ai reali. Prima richiameremmaé nozioni fondamentali di logica e di
teoria degli insiemi che sono indispensabili per proseguir

1. Richiami di Logica e di Teoria degli Insiemi

1.1. | simboli della logica formale

Una proposizione & unafarmazione che puo essere vera o falsa. A partire da proposidate

si possono costruire delle proposizioni pit complesse laverita o falsita dipende ad quella delle
proposizioni con le quali sono costruite: in altri termippssiamo introdurre delle vere e proprie
“operazioni” sulle proposizioni, il che conduce ad un venareprio “calcolo proposizionale”. Nella
tabella seguente introduciamo i simboli per le principakei@zioni sulle proposizioni.

*Quest’'opera é distribuita con licenza “Creative Commongrilduzione - Non commerciale - Non opere derivate 3.0atali
(CC BY-NC-ND 3.0)" (v. http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/it/deed.it). Ringrazio il
Prof. Roberto Zanashftp://proooof.blogspot.com/) per molti utili suggerimenti volti a migliorare la qualith

questo testo.
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nonp -p e vera se e solo geé falsa
peq pAQ € Vverase e solo se secheq sono vere
poq pvq € vera se almeno una gdio g € vera
sepalloraq p=q € vera se ogni volta cheé vera

allora ancheg é vera

pseesolosg pe q €veraseeqsono vere e false insieme

Nella tabella seguente sono elencate le principali “edgize” fra operazioni logiche, tutte piutto-
sto owvie anche al senso comune.

-(pAqQ) equivale a ~pV —q
-(pVv ) equivale a ~pA—q
p=4q equivale a —~(p A =0Q)

OVVero ~pVvq

peq equivalea p=9 A= p

Le proposizioni possono dipendere da piu variabili: in t8asi parla derepicari. Se una propo-
sizione dipende da variabili, allora pud essere vera o falsaconda del valore delle variabili: pud
essere sempre vera, puo essere talvolta vera, puo non asserera. Per indicare tali situazioni, si
introducoNO IQUANTIFICATORI:

Quantificatore universale Vx P(X) “per ogni” valore della variabile

P(x) e vera

Quantificatore esistenzialeax P(x) “per qualche” valore della variabile
P(x) e vera

ovvero “esiste almeno un” valore
della variabilex per cuiP(x) vera

“Ovviamente”:

-(YXP(x)) equivale a IAx-=P(X)

-(3AxP(X)) equivale a ¥Yx—=P(X)
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Infatti se non & vero che per ogriP(x) & vera, deve essere falsa per qualghe se non esiste un
per cuiP(X) & vera, deve essere falsa per ogni
A volte sono comode le seguenti notazioni:

AxP(X) come abbreviazione di -(3x P(x))

A'xP(x) vuol dire esiste esattamente xn
tale cheP(x) vera

Inoltre, nelle formule, la frase “tale che” viene scrittaespo con il simbolo|* (barra verticale).

1.2. Insiemi ed operazioni sugli insiemi

Lungi dal voler introdurre la definizione assiomatica diémse, ci appoggiamo sul concetto intuitivo
di insieme, consci del limite di tale posizione.

Un INsIEME € un aggregato pid 0 meno qualsiasi di oggetti detiienT.

Che c’é qualcosa che non va in tale (pseudo-) definizione 8i guaio e ben noto sin dalla fine del XIX
secolo. Infatti, se ammettiamo che un insieme possa essareollezionerbitraria di oggetti, allora cadiamo
in una serie di paradossilogici di cui il seguente ¢ il pili pkoe: basta chiedersi se I'insieme di tutti gli insiemi
che non contengono se stessi contenga 0 no se stesso; smeawistesso, allora non pr) contenere se stesso
perché contiene se stesso, mentre se non contiene se sli@sspex definizione contiene se stesso. La migliore
via di uscita da tale pantano logico consistemah definiregli insiemi, bensi nell’enunciare degli assiomi che
permettano di parlarne in modo rigoroso, senza porsi il lerok di cosa un insiemefettivamente sia.

Per indicare che I'oggettwe un elemento dell'insiem® (ovvero chex “appartiene” ad) si scrive
x € S. La sua negazione(on € elemento db, ovverox non appartiene afl) si scrivex ¢ S.

Se due insiemi hanno gli stessi elementi, allora sono Isstasieme(questo in detti sarebbe il
primo assioma nella teoria degli insiemag$sioma di estensionalia

Un insieme privo di elementi (ed ovviamente esiste soidnsieme privo di elementi!) e detto
insiEME vuoro ed € indicato con il simbol® (la sua esistenza & il secondo assioma nella teoria degli
insiemi).

Si noti la diferenza fra un oggetta e I'insiemef{a}: il secondonon € a ma l'insieme il cui unico
elemento &; sono due cose diverse.

Se tutti gli elementi diA sono anche elementi @ (ma in B ci possono essere elementi che non
sono anche imA) allora si dice cheA é unsorromsieme di B e si scriveA C B oppureB 2 A. Se
ogni elemento dA e contenuto irB e ci sono elementi d8 che non sono i allora si dice chéA un
SOTTOINSIEME PROPRIO di B € Si scriveA c B oppureB > A (oppure, se si vuole sottolineare il fatto che
A é dfettivamente proprio, si puo scrivere¢ B oppureB 2 A). Ovviamente l'insieme vuoto & un
sottoinsieme di qualsiasi insieme.
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L'insieme di tutti i sottoinsiemi diA viene dettoINSIEME POTENZA O INSIEME DELLE parRTI di A ed
indicato conP(A) oppure con la notazione (apparentemente bizzatta)Adl es., seA = {0,1,2},
allora abbiamo:

P(A) =1{0,{0}, {1}, {2},{2,3},{1, 3}, {1, 2}, {1, 2, 3}}.

La ragione per cui l'insieme delle parti viene anche detsieme potenzad indicato come una potenza di 2 &
che l'insieme delle parti di un insieme dielementi &€ formato da esattamenteelementi, come un semplice
calcolo che potrebbe essere fatto pit avanti dimostra.

Le principali operazioni che possiamo eseguire sugli msiilettono le operazioni logiche.

Dati due insiemiA e B, AU B & 'unione degli insiemiA e B, ovvero I'insieme i cui elementi sono
elementi diA o elementi diB; AN B & I'intersezione degli insiemiA e B, ovvero l'insieme i cui
elementi sono elementi sia diche diB. La pirrerenza di due insiemiA e B, indicata conA \ B, &
I'insieme degli elementi dA che non appartengonoBa

xe A\Bo xe AAXx¢B. 1)
Definiamo anche lairrerenzA sSIMMETRICA tra due insiemi:
AaB=(A\B)U(B\A), )

per cui un elemento appartienéa B se appartiene A 0 aB ma non ad entrambe.

Dato uninsieme contest@{ di cui A & sottoinsieme, il suoompLEMENTO RISPETTO AD U indicato
con C¢A (o brevementd A se I'insieme contest@{ & owvio) & la diferenzal{ \ A, cioé I'insieme
degli elementi ditd/ che non appartengonofa Lo scopo dell'insieme contesto € quello di far si che
il complemento non contendgeppecose.

Le proprieta di tali operazioni sugli insiemi sono piuttwsivie e dipendono da quelle della logica
formale. Nella tabella seguente riassiumiamo le princigdil proprieta: si tratta di cose piuttosto
ovvie e ben note perlomeno dalle scuole superiori.
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AUA=ANA=A idempotenza
AUB=BUA commutativita dell’'unione
ANnB=BnA commutativita dell'intersezione
AUu(BUC)=(AuB)UC associativita dell’'unione
An(BNnC)=(AnB)nC associativita dell'intersezione
AUBNC)=(AUC)N(AUC) distributivita diu rispetto an
AN(BUC)=(ANC)U(ANC) distributivita din rispetto aJ

AubD=A AnO=0

CCA=A, AUCA=U, ANCA=0

C(AuB)=CANCB prima legge di De Morgan
C(AnB)=CAuUC(CB seconda legge di De Morgan

1.3. Insiemi complessi, relazioni, funzioni

Dati due insiemiA e B il propoTTO cARTESIANO A X B € I'insieme delle coppi@rdinate (a, b) tali che
acAebeB. E importante sottolineare cha, b) € molto diverso dall'insiemga, b}: infatti, ad es.
{a, b} = {b, a} mente inveced, b) # (b, a).

Questa e una definizione informale. Una definizione formalexi B €, ad es., la seguente:

AxB={{{a,b},a}, ac A be B},

cioé I'insieme formato da coppie di oggetti: il primo € a swétar un insieme di due elementi formato da un

elemento del primo insieme ed uno del secondo, mentre inskce I'elemento che deve essere considerato il
primo nella coppia ordinata. Sottolineiamo che non vi eandil‘magico” in questa definizione, semplicemente

occorre introdurre il concetto di “primo elemento di due”dunalche modo e tale definizione lo fa in modo

semplice.

Analogamente possiamo definire terne, quaterne, ed in @emeuple ordinatedi elementi di tre,
quattro ed in generaleinsiemiA;. SeA # Bi due insiemiAx B e B x A sono ovviamente diversi. Se
A = B, si scriveA? invece cheA x A, e cosi via per terne, quaterne etc.

UnareLazione tra due insiemiA e B € un predicato binario(a,b) cona € Aeb € B, cioé una
affermazione che puo essere vera o falsa e che dipendeetmgettia € Aeb € B. |l sottoinsieme
di A x B per cuir(a, b) & vera viene dettorarico dir e siindica cor’; o graph(). Viceversa dato un
sottoinsiemes C A x B € automaticamente definita la relazione:

Vero sefb)eG,
re(ab) =
Falso sedb)¢G.

Definiamo ora tre tipi importanti di relazioni.
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1.3.1. Relazioni d’ordine

Una relazioner(a,b), dovea, b € A, & unareLazione p’orpiNE (Che indichiamo nel seguito con la
notazionea < b ovverob > a, leggia precede lovverob segue ase:

Yae A: axa (proprieta riflessiva) (3a)
Yabe A: axbAb<a=a=b (proprieta antisimmetrica) (3b)
Ya,b,ce A: axbAb<sc=axc (proprieta transitiva); (3¢)

proprieta analoghe valgono allora per

Sea < bmaa # b allora diremo che la relazione d’ordine fra i due elementisiderati esTRETTA
e scriverema@ < b; analogamente s&e> b maa # b scriveremaa > b. L'essere in relazione d’'ordine
stretta &€ una proprieta die b, non della relazione d’ordins!

Un insieme dotato di una relazione d’ordine viene detieme orbinaTo. SeVa, b € Avaleoa< b
ob < a(cioeé se¥a, b € A a, b sonoconrronTaBILI AllOra la relazione d’ordine € URELAZIONE D’ ORDINE

TOTALE € I'insiemeA viene dettorotaLMENTE orDINATO (@ltrimenti € SOIQPARZIALMENTE ORDINATO).

Esempio 1. L'insieme delle parti di un insieme dato € ordinato dallaréne di inclusion&. Owvia-
mente si tratta di una relazione d’ordine parziale (dueosuttemi possono essere disgiunti e quindi
non confrontabili).

Esempio 2. L'insieme dei punti che giacciono su una retta orientata isieme totalmente ordinato
dalla relazione P; giace a sinistra dP,”.

Introduciamo ora alcuni importanti concetti che saranmaredi nel seguito, nel contesto di insiemi
numerici. Poiché riguardano solo la relazione di ordinaiméotale, possiamo utilmente anticiparli
ora.

SiaA un insieme totalmente ordinatoBeC A. x € A € unmacGGioranTE di BseVy € By < x; é un
MINORANTE di B seVy € B y > X. B € LiMitaro sUPERIORMENTE S€ possiede almeno un maggiorante, ed
@ LIMITATO INFERIORMENTE S€ possiede almeno un minorante.niitaro se & limitato sia superiormente
che inferiormente.

Un maggiorante dB che fa anche parte @ € unmassivo di B; un minorante dB che fa anche
parte diB € unmmmvo di B.

Il lettore dovrebbe fermarsi a riflettere un attimo su questénizioniformali, e comprendere chefettiva-

mente sono la versione rigorosa dell'idea intuitiva di nrass minimo, e di limitatezza di un insieme.
Proposizione 1. Il massimo ed il minimo di un insieme, qualora esistono, samoi.

Dimostrazione.Sianox;, X, massimi diB, e X; # xo: ad es. x; < X (altrimenti basta scambia-
re x; €Con xy...); quindi x; non &€ un maggiorante @ (perchéx, € B), contraddicendo l'ipotesi.
Analogamente per il minimo. m|
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Sia di nuovoB C A, A totalmente ordinato. |l massimo dei minorantiBliviene dettoestrRemo
iveerIORE di B, mentre il minimo dei maggioranti viene dettorremo superiore di B. Si usano le
seguenti notazioni:

maxB massimo dB
min B minimo di B
supB  estremo superiore @
inf B estremo inferiore dB

Essendo gli estremi superigirderiore dei minimimassimi rispettivamente, la proposizione prece-
dente si applica per cui se essi esistono sono unici. Abbiaoltme la seguente proposizione.

Proposizione 2. Valgono le seguenti relazioni tra estremi superjioreriore e massirythinimi:
1. Se x= maxB allora x = supB
2. Se x=supB e xe B allora x= maxB
3. Se x= minB allora x=inf B
4. Se x=inf B e xe B allora x=minB

Dimostrazione.(1) Sex & un massimo, allora appartien8aquindi ogniy < X non € un maggiorante;
anzi, ogniy < x & unminorante dell'insieme dei maggiorantAnchex & un minorante dell'insieme
dei maggioranti (altrimenti non potrebbe far parteBilipensarci sopra un attimo!) e quindi, poiché
€ in quanto massimo un maggioranteBjifa parte dell'insieme dei maggioranti Bie quindi ne & il
minimo. Essendo il minimo dei maggioranti, & I'estremo sigue. (2) E praticamente la definizione
di massimo. (3) e (4) Le dimostrazioni sono analoghe allequfenti. O

Proposizione 3. Se BC A € un sottoinsieme finito (non vuoto!) di un insieme totabmendinato A,
allora B ha massimo e minimo.

Dimostrazione.E ovvia e “costruttiva”: sd@ han elementi, com—1 confronti si determina il massimo
(analogamente il minimo). Oppure alternativamente: sojgmo che non esista il massimo; allora
sex; € B x non € un maggiorante, quindx, > X1, Xxo € B. Ma nemmenok € un maggiorante per
la medesima ragione, per cui esiste> Xp, X3 € B: e cosi via. QuindB ha infiniti elementi, il che
contraddice Il'ipotesi che sia un insieme finito. m|

Le due precedenti proposizioni possono sembrare inutii@cshe in quanto owvvie. In realta,
il massimo ed il minimo di un insieme sono stati definiti in uedo preciso e formale e quindi il
rigore vuole che tutte le proprieta del massimo e del minireogano dedotte formalmente da tali
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definizioni, e non appellandosi al significato che tali pareanno nel linguaggio comune (che non
e formalmente rigoroso come il linguaggio matematico). Atevaliremo che un certo teorema o
una certa proposizione & ovviaido non significa che una dimostrazione non & necessariashpeat
senso comune il fatto appare scontamea vuole dire che il lettore giunto al livello di sofisticaae
matematica necessario € in grado di fornire una dimostmaziormalmente rigorosa dopo qualche
attimo di riflessione. A volte gli enunciati che al senso camappaiono pil ovvi in matematica sono
di dimostrazione molto ardua, 0 comungue non banale.

1.3.2. Funzioni

UnarunzionE € una relazione tra due insiemiA e B tale che:

Yac AdbeB: r(ab), (4a)
Yae AVbi,bp e B: r(a b)) Ar(a bp) = by = by. (4b)

Nota. Una funzione viene detta talvoltarricazione. “Applicazione” & sinonimo di funzione.

Cosa vuol dire questa definizione? (4a) vuol dire aleogni ae A corrisponde un elemento &
che e in relazione coa, e (4b) vuol dire che sk, b, sono in relazione coaallorab; = by, cioé che
I'elemento di B con cui & A € in relazione € unicoVisto che ciascun elemento die in relazione
con ununico elemento diB, possiamo pensare alla funzione come ad una “regola” cheada A,
generaun ben definitob € B. Se indichiamo tale “regola” cofi, allora scriviamo la funzione come
b = f(a) invece chea(a, b), dove f indica la funzionee I'unico elemento dB che € in relazione con
a € Aviene quindi indicato corf(a). E importante sottolineare cm®n dobbiamo pensare ad una
funzione come ad una ricetta di calcolo esplicitamente datza qualunquerelazione che soddisfa
le condizioni (4a) e (4b) € una funzione, anche se una formeilaenso tradizionale del termine non
e data. Definire una funzione € una cosaapere come calcolarlgrazie ad una formula altro é
completamente un altro problema.

Per scrivere ché & una funzione dall'insiemA all’insiemeB si pud scrivere nel modo seguente:

f
f:A— B oppure A— B.

Esempio 3. La funzione che fa corrispondere ad ogni numero reale (daidefit avanti!) il suo
guadrato € una funzione, perché possiamo calcolare il gt@adr ogni numero e perché il quadrato
di un numero €& unico.

Esempio 4. La “funzione” che fa corrispondere ad ogni numero realetpmso nullo le sue radici
quadratenon & una funzioneperché appunto ogni humero positivo tiae radici quadrate (viene
violata la (4b)).



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

L'insieme A viene dettaommio della funzione, e si scrivA = dom(f). Si osservi che il dominio
parte integrante della definizione di una funzione!

Il copommio (“range” in inglese) ¢ il sottoinsieme degli elementiBiche sono in relazione funzio-
nale con qualche elementoAlj ovvero e I'insieme di tutti gli elementi d che possono essere scritti
comef(a) per qualcha € A, ovvero e l'insieme dei valori che pud assuméré/iene indicato con il
simbolo ranf).

Seranf) = B, cioe se il codominio df consiste nell'interd, si dice chef ésuriertiva. Se inoltre:

Yai,ap € A f(ay) = f(ap) = a1 = ay, 5)

cioé se ogni valore df(a) pud essere ottenuto solo a partire da un unico elemenfo(ldiggere la
formula precedente: s| e a, danno lo stesso valore di alloraa; e ap sono uguali) allora si dice
che laf e mertiva. Una funzionef iniettiva e suriettiva allo stesso tempo viene deitarriva 0
CORRISPONDENZA BIUNIVOCA: fa infatti corrispondere ad ogni elementoAlun unico elemento dB e
viceversa. Se esiste una corrispondenza biunivoca frandiemii allora si dice che i due insiemi sono
EQUIPOTENTI OVvero che hanno la medesimarpinaLita. E ovvio che due insiemi finiti equipotenti
hanno lo stesso numero di eleme(iirealta questa e — quasi! — la definizione di quelli che aritedegli
insiemi si chiaman@umMer1 cARDINALL, Ma Noi non ci vogliamo addentrare in simili problematiche)

Data una funziond : A — B ed una funziong : B — C, possiamo definire leunzioNE composTA
h: A+~ C come segue:

Yae A: h(a) = g(f(a)), (6)

ovvero la funzione ottenuta applicando ad un elementa piima la funzionef (ottenendo quindi
un elemento dB) e poi la funzioneg (ottenendo quindi un elemento @i Si pud anche scrivere nel
modo seguente:

f
A~ C @)

oppure:

(8)

Il significato di questa scrittura € molto semplice: dice ehéare d&A a C mediante la funzioné&
e la stessa cosa che andareAda B mediante la funziond e poi daB a C mediante la funziong.
Per indicare ché € composta dd e g nel modo indicato (prima applicé, poi applicog) si scrive
h = go f. Sinoti che in generale (cioé se gli insieiB, C sono diversi) non ha senso nemmeno
chiedersi sef o g ego f siano uguali, poiché se e possibile definire I'una non & pdesilefinire
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l'altra. Se gli insiemiA, B e C sono lo stesso insieme, allora € abbastanza evidenteari®ono la
stessa cosa, e cioe in tal caso la composizione di funzioner@mmmmutativa.

Dato un insieme qualsiagi, € sempre definita una funzione (trivialmente iniettiva Bettiva!)
Ida : A — Adefinita da Id(a) = &, cioé che associa ad ogni elementoAdse stesso. ldviene
dettarunzione menTITA dell'insiemeA. Poiché é evidente che ogni insieme ha la sua funzione iden-
tita, aggiungiamo al simbolo Id un indice che indica I'imaie di riferimento. Nel caso di insiemi
numerici ovviamente non ci sara bisogno di indicare I'ingedi riferimento e scriveremo spesso
semplicemente Id, qualora non vi sia rischio di ambiguita.

Sia oraf : A+ Biniettiva. Alloradg : ran(f) € B — Atale che:

VAeA: g(f(a)) =a, Vberan(f): f(g(b)) = b, 9)

cioe tale chego f = Ida, f o g = Idang). Infatti, essenddf iniettiva, b deriva dall’applicazione
della funzionef ad un unico elementadi A, che viene preso come valore dajlaub. g viene detta
FUNZIONE INVERsA della f e siindica con il simbold~1. Sef & anche suriettiva, allora ancora meglio:
f in tal caso & una corrispondenza biunivoca, che fa corrigrenad ogni elemento & un unico
elemento diB viceversaper cui la funzione inversa € definita su tuBae non c’é bisogno di fare
riferimento al rango df.

Siano oraA e B due insiemi totalmente ordinati, €d: A — B una funzione diA in B. Diamo le
seguenti definizioni:

x<y= f(X) < f(y) f € CRESCENTE
x<y= f(X) = f(y) f © DECRESCENTE
x<y= f(x) < f(y) f € STRETTAMENTE CRESCENTE

X<y= f(X)> f(y) f &STRETTAMENTE DECRESCENTE

Nei primi due casi si dice anche chefl& monorona, mentre negli altri due casi si dice cheer-
TAMENTE MONOTONA. Ovviamente se una funzionestrettamente&rescente strettamentelecrescente
e a fortiori crescente o decrescente!

E owvio (nel senso che il lettore si pud convincere della aiigao qualche istante di riflessione)
che seA, B, C sono insiemi totalmente ordinati, allora la composta di flurzioni crescenti é cre-
scente, la composta due funzioni decrescenteécentee la composta di una funzione crescente e di
una decrescente & decrescente. Se entrambe le funziommip®rgo sonatrettamenterescenti o
decrescenti allora la funzione composta sara anclstrigtamenterescente o decrescente.

Siainfinef : A B, A’ ¢ Aun sottoinsieme proprio d\. Allora possiamo considerare una nuova
funzioneg : A’ — Btale cheVYa € A’ : g(a) = f(a). g é dettarestrizione di f ad A’ e viene di
solito indicata con il simbold | . E chiaro che non si tratta di una funzione sostanzialmemieva”

10
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rispetto allaf, ma siccome non manchiamo occasione di ribadire che un@ha2 definita anche
dal suo dominio, si tratta di una funzione diversa déllquindi € necessaria una notazione.

In un contesto numerico, ripeteremo tutti i concetti quiodbtti avendo modo di fare moltissimi
esempi: lintero secondo capitolo sara dedicato sostkneizte alla discussione delle funzioni di
variabili reali.

1.3.3. Relazioni di equivalenza

SiaAuninsieme, &(a, b) una relazione tra elementi di Si dice che € UNaRELAZIONE DI EQUIVALENZA,
che indichiamo con il simbola ~ b, se soddisfa le seguenti proprieta:

YacA: axa (proprieta riflessiva), (10a)
YabeA: arb=b~a (proprieta simmetrica), (10b)
Ya,b,ce A: axbAbxc=a~xc (proprieta transitiva). (10c)

L'insieme degli elementb di A equivaLentt ad un elemento fissat (cioé tali cheb ~ a) viene
dettocrasse b1 eQuivaLENzA di @ ed indicato con il simbolod].. L'indice ~ apposto sta a ricordarci a
quale relazione di equivalenza ci stiamo riferendo: se@$3é¢ naturale dal contesto, come in genere
awviene, indichiamo la classe di equivalenzadiemplicemente cora]. Sea ~ b allora [a] = [b]

e viceversa (per la proprieta transitival); e altrettaniwio che ciascun elemento @i appartiene a
qualcheclasse di equivalenza (la sua!); quindi ciascun elemenfappartiene ad una unica classe
di equivalenza. Pertanto € ben defiditosieme delle classi di equivalenz A rispetto alla relazione
di equivalenzav, dettonsieme Quoziente di A rispetto a~ ed indicato con il simbol@\/~.

Sia oraf : A — B una funzione suriettiva dall'insiem& all'insieme B, e ~, ~ due relazioni di
equivalenza irA ed in B rispettivamente. Allord & dettacomearisiLE con le relazioni di equivalenza
~, ~ S€:

Yaj,ap € A: ap ~a = f(ag) ~ f(a), (12)

cioé sef manda elementi equivalenti diin elementi equivalenti dB. In tal caso, possiamo definire
una nuova funziong : A/~ +— B/~ ponendo:

o([a)) = [f(a)], (12)

ovvero g calcolata sulla classe di equivalenzaadé pari alla classe di equivalenza ffa). E un
semplice esercizio che permette di verificare la compreesi quanto finora letto verificare che
la definizione (12) & ben posta $esoddisfa (11).Infatti se rappresento la classa fnediante un altro
elementaa’ € Atale chea’ ~ a, f(&) = f(a) per cui [f(a)] = [f(a)] e la proprieta (4b) della definizione di
funzione é soddisfatta dalta

Piu avanti vedremo parecchi esempi di relazioni di equizdautilizzate per definire nuovi oggetti
matematici.

11
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2. | numeri reali

Gli oggetti fondamentali dell'analisi matematica sono imari reali e le loro funzioni. Una intro-
duzione relativamente rigorosa alla costruzione dei nureeli € essenziale per una comprensione
approfondita dell’analisi.

2.1. Numeri naturali, interi e razionali

Iniziamo introducendo i numeri pid semplici da “costruire’da capire, perché “vivono ancora nel
mondo del discreto”: i numeri naturali, i numeri interi @#Vi) ed i numeri razionali.

2.1.1. Numeri naturali

Gli oggetti fondamentali della matematica sono i numerniirali, cio€, grossolanamente, i numeri che
“si contano con le dita” (ammettendo di avere dita flisienza), e che esprimono, per dirla in modo
molto approssimato, la molteplicita degli insiemi (“quesieme ha tot elementi”) o la posizione
all'interno di una relazione d’ordine totale (“il primo, @ndo, etc. di una fila”).

I numeri naturali possono essere “costruiti” a partire dagsgiomi della teoria degli insiemi, oppure
possono essere presi come oggetti primitivi, definiti daara kistema di assiomi (sostanzialmente
dovuto al matematico italiano Giuseppe Peano, 1858-1€32)uovo, non ci addentriamo nei mean-
dri dei fondamenti della matematica e consideriamo il ctinadi numero naturale (0, 1, 2, ...) come
elementare e ben noto.

L'insieme di tutti i numeri naturali viene indicato con insboloN. L'insieme dei numeri naturali
e totalmente ordinato dalla relazione d’ordine Le operazioni elementari (somma, moltiplicazione
e loro operazioni inverse — sottrazione e divisione —, cosiele potenze di esponente intero) sono
ben note.

Un insieme infinito che pud essere messo in corrispondengdvba con I'insieme dei numeri
interi viene dettovumeraBILE. Lavorare con insiemi infiniti € sempre una cosa delicataliedi'idea
intuitiva che due insiemi in corrispondenza biunivoca fwlanstesso numero di elementi viene messa
in questione nel caso di insiemi infiniti. Ad es. l'insiema dameri pari € un sottoinsiemgoprio
dei numeri naturali, per cui intuitivamente “pil piccolatia pud cionondimeno essere messo in cor-
rispondenza biunivoca con l'insieme dei naturali in modwezsamente semplice: ad es. magari
facciamo corrispondere l'intenty 2 (che esiste perchég pari!), e all'interomfacciamo corrispondere
il pari 2m; che si tratti di una corrispondenza biunivoca &€ immediggistono insiemi infiniti che non
possono essere messi in corrispondenza biunivoca conratigiiquindi che non sono numerabili?
La risposta a questa domandafieemativa: vedremo pid avanti che I'insieme deimeri realinon e
infatti numerabile, ma ha una cardinalita maggiore (comtieioe “molti pi elementi” diN).

12
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L'unico punto importante da sottolineare parlando dei nuiinéeri € il seguente principio logico,
in cui la successione degli interi ha un ruolo essenzialeeeaholto usato in matematica:riincipio

DI INDUZIONE MATEMATICA.

Proposizione 4. Sia A un insieme. Se:

OeA (13a)
YneN: neA=n+1lecA (13b)

allora AD N,

Dimostrazione.Supponiamo chen € N, m ¢ A. Allora deve essere anche— 1 ¢ A, e quindi anche
m-— 2 ¢ A, e cosi via; dopan passi, arriviamo a & A, contraddicendo (13a). Quindi deve essere

me A. m]

Il principio di induzione matematica é tipicamente utiita come tecnica di dimostrazione, quando
bisogna dimostrare che una certa proposiziBreche dipende da € N, e veraVYN. In tal caso
si pud dimostrare ch@, vale per ognin € N semplicemente dimostrando che v&lg e poi che
¥n € NP, = Pn,1. Infatti, basta definird come l'insieme degIN per cuiP, & vera ed applicare il
principio di induzione per ottenere clde= N, cioe P,, € sempre vera.

La tecnica di dimostrazione per induzione € molto impodannel seguito la utilizzeremo molto
spesso. Una delle prime applicazioni sara la dimostrazi@fa formula del binomio di Newton, nel
prossimo capitolo.

2.1.2. Numeri interi

Per “numeri interi” si intendono i numeri interi dotati digg®. Di nuovo, le loro proprieta sono ben
note fin dalle scuole inferiori. L'insieme dei numeri intgiéne indicato con il simbol@ (dal tedesco
Zahl, numero).
Ricordiamo la definizione diaLore assoLuto 0 mopuLo di n, indicato con il simboldn|, come il pid
grande frane —n:
In| = max{n, —n}. (14)

Diamo per scontate le proprieta del valore assoluto, trangoiortantissime |aISUGUAGLIANZA TRIAN-
GOLARE.

N+ m < |n| + |m|, (15)

e l'altra;
IN=0=n=0. (16)

13
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Diamo anche per scontate le nozioniotkisore, di massiMmo comun pivisore (indicato con ged), di

MINIMO COMUNE MULTIPLO, di NUMERO PRIMO € i SCOMPOSIZIONE DI UN INTERO IN FATTORI PRIMI.

E abbastanza facile, anche se molto noioso, costruire i niimberi a partire dai numeri naturali come classi
di equivalenza di coppie di numeri naturali.

Consideriamo I'insiem@!? delle coppie ordinaten(m) di numeri naturali. In tale insieme introduciamo una
relazione di equivalenzanel modo seguente:

(n,m)~(p,q) se n+g=m+p. a7

Tale relazione di equivalenza non é scelta a caso; infadiappie sono equivalenti se lafférenza tran
e m é uguale: il problema & che se< m la differenza negli interi non ha senso. Quindi sostanzialmente
identifichiamo i numeri negativi con I'insieme di tutte legsibili sottrazioni che generano il numero negativo
considerato.

E un esercizio banale e noioso verificare ciietdvamente le proprieta riflessiva, simmetrica e travesiti
sono soddisfatte. Quindi definiariocome il quozient&l/~. Definiamo poi somma e moltiplicazione come:

(n,m) +(p,g) = (N+ p,m+q),
(n,m) - (p,q) = (np+ mg mp+ ng).

Definiamo inoltre I'operazione “cambio di segno” ponenego, m) = (m, n). Tali operazioni sono compatibili
con la relazione di equivalenzae quindi definiscono operazioni sulle classi di equivalefti@e suz). A
guesto puntadentifichiamaN con le classi della form#(n, 0)] (inter: posiTivi), ed indichiamo le classi della
forma [(Q n)] con—n (iNTERI NEGATIVI). La relazione d’ordine totalg viene definita irZ distinguendo i segni: se
n,msono positivi, li interpretiamo come numeri naturali e digfino la relazione d’ordine nel modo usuale; se
uno € negativo e I'altro positivo, allora il positivo &€ semnaggiore del negativo, e se entrambe sono negativi,
poniamon < mse-m < —n (—m, —n sono positivi!). Infine, definiamm| (MopuLo O VALORE AssoLuto di Nn)
come il pitl grande tra e —n. E noioso ma elementare verificare che queste definizioni soelte esattamente

in modo tale da generare le note proprieta di quelli che sotiaiie scuole inferiori comaumeri relativi

L'insieme dei numeri interi € numerabile. Ecco una corrigenza biunivoca fra interi e naturali:

z 0 1 -1 2 -2 3 -3

N O 1 2 3 4 5 6

Anche se non abbiamo scritto esplicitamente la formula&#idovrebbe essere chiara.

2.1.3. Numeri razionali

La definizione elementare di numero razionale é quella didre i cui numeratori e denominatori
sono numeri interi (il denominatore diverso da 0!), ed aeeidéntificato le frazioni simili. L'insieme
dei numeri razionali viene indicato con il simbdlb(da “quoziente”).

14



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

Le operazioni, la relazione d’ordine ed il valore assoluto sono definiti nel modo naturale e noto
fin dalle scuole inferiori. E importante sottolineare ch@feprieta del valore assoluto, che verranno
utilizzate pesantemente in tutto il corso, continuano nadittente a valere per i numeri razionali.

I numeri razionali possono essere costruiti molto facilteenpartire dagli interi usando il linguaggio delle
classi di equivalenza, semplicemente formulando in talguaggio la teoria delle frazioni. Infatti, € immediato
verificare che I'insieme delle frazioni e l'insierZex Z*, dove coriz* indichiamo I'insieme degli interi diversi
da 0 (il denominatore non pud essere 0!), e che la relaziorsardiitudine fra frazioni &€ una relazione di
equivalenza.

| numeri razionali godono di due importanti proprieta.

Proposizione 5 (Densita dei numeri razionali)Dati due razionali distinti esiste sempre un razionale
compreso frai due:

VX, YyeQ, x<y, AXeQ: X<z<Yy. (18)
Dimostrazione.Basta prendere:
S Xty
==
ovviamentez € compreso frx ey (ne € la media!) ed € razionale. m|

Conseguentemente ne esistono infiniti: infatti avrenfva xey, z trax ez, zz trax e z,, e cosi
via.

Proposizione 6 (Proprieta archimedea dei numeri razionali)
¥xy>0, x,yeQ, dn e N tale che nx>y. (29)

Dimostrazione.Siax = p/q,y =r/s, p,q,r, s> 0 interi. Allora basta prendeme> rq:

nx>rq2 =rp > =
qq_ P>3

O

In particolare, preso qualsiasi razionagbitrariamente piccolp possiamo sempre moltiplicarlo
per un intero in modo tale che il risultato sia ad es. maggiote di 0.1, di 00000001 o di 200000000.

L'insieme dei numeri razionali € numerabile. Un modo pevierARE (CiO€ mettere corrispondenza
biunivoca con i naturali]) € il seguente. Per ogni razionalescritto come frazione ridotta ai minimi
termini con denominatore positivo nella fornpeg, chiamiamo “altezza” dr I'intero |p| + g. Ad
es. non esistono numeri di altezza 0, 'unico numero di aitez &€ 0= 0/1, i numeri di altezza 2
sono-1 = -1/1e 1= 1/1, e cosi via; per ogni valore dell'altezza cé un nunfaro di razionali.
Possiamo quindi numerare i razionali disponendoli primartfine di altezza, e all'interno di quelli
della medesima altezza li ordiniamo in modo crescente. Ad es
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Ipl +q 1 2 3 4

p/geQ 0/1 -1/1 11 -2/1 -1/2 1/2 2/1 -3/1 -1/3 1/3 3/1

meN 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 ...

Esercizio 1. Rappresentare le frazioﬁi geometricamente come punti Z#, utilizzandop e g come
coordinate (ovviamente rimuovendo il semipiago< 0!), ed evidenziare le frazioni che hanno la
medesima “altezza”.

E evidente che esistono molti altri modi, alcuni geometrieate intuitivi, per realizzare la corri-
spondenza biunivoca fra naturali ed interi.

2.2. Numeri reali

Si potrebbe pensare che i numeri razionali siarficanti per gli usi che se ne devono fare in geome-
tria ed in fisica. In realta non & cosi, come & noto sostaneiaienda Pitagora (569 a. C.-475 a. C.).
Infatti, consideriamo un quadrato di lato 1, e calcoliamizndiagonale. Utilizzando, appunto, il teo-
rema di Pitagora, otteniamo che la diagordiel quadrato soddisfd® = 12 + 12 = 2. |l problema &
che non esiste alcun numero razionale il cui quadrato e 2.

Infatti, siap/q € Q tale chep?/q? = 2. Allora deve esserp? = 2¢°. In realta cid & impossibile;
se infatti scomponiamo sip.cheq in fattori primi, ciascuno di essi avra un certo numero diciat2
nella scomposizione in fattori primi; pertangd, essendo un quadratavra un numergari di fattori
2, ed analogament#?. Ma allora 2j? ha un numerdlispari di fattori due (quelli dig? piG uno!) e
quindi non puod essere ugualea

La costruzione dei numeri reali & piuttosto complessa, &tioe® diverse varianti. La costruzione
pill famosa, storicamente la prima e concettualmente la Ipigra, € quella dovuta al matematico
tedesco Richard Dedekind (1831-1916). Nel seguito intr@too i numeri reali nel modo in cui
sono definiti alle scuole inferiori, e cioé come sviluppi idegli non periodici, e descriveremo la
costruzione di Dedekind in dettaglio come complement@& ¢aktruzione ci permetteradimostrare
che una proprieta dei numeri reali, essenziale per I'amaligematica, fettivamente vale.

Assumendo nota la notazione posizionale per i numeri raliigmel seguito useremo quasi esclu-
sivamente quella in base 10, o notazione decimale) asswriame note ed elementari le seguenti
proprieta:

1. Ser = p/q e Q, allorar & rappresentato in forma decimale come segue:
+amam-1...a180.b1...bk(c1...cp), (20)

dovea;,b; e ¢ sonocirre pECIMALL (Cio€ interi compresi fra 0 e 9), e le parentesi intorno agli
indicano che la quella successione di cifre si ripete irdminte. Se gy non ci sono vuol dire
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chera rarTE INTERA del numero decimale é nulla; dij formano il cosiddettanTrErIODO, Che
pud non esserci (poniamo in tal case: 0), e la sequenza periodica degliche pud anche lei
non essercir( = 0), € il pEr1oDO.

2. Viceversa, uno sviluppo decimale della forma (20) defmign unico numero razionate(che
pil avanti impareremo a calcolare).

E importante osservare che ogni numero decimale non pedqulid essere sempre scritto come
periodico, con un periodo che consiste nella singola cifrades. 1= 0.(9), 0 Q37 = 0.36(9). Per
eliminare tale ambiguita, imporremo che i numeri con pegiodstituito dalla singola cifra 9 siano
immediatamente riscritti come numeri decimali non peodi

I numeri decimali che non rientrano nella categoria prectzjes cioé i numeri decimali che non
terminano e la cui infinita sequenza di cifren € periodicastengono detthuMERT IRRAZIONALIL. | NUMERI
REALJ, il cui insieme viene denotato con il simbdfg sono i numeri razionali e i numeri irrazionali.
Le operazioni sono definite su di essi nel modo noto fin dall®lscinferiori, cosi come la relazione
d’ordine totale<. Definiamo quindi il modulo di un numero reale nel modo solito

[X| = max{x, —X};

continuano a valere le proprigté+y| < |X| +|y|, dettabISUGUAGLIANZA TRIANGOLARE, €|X| = 0 = x = 0.
| numeri reali godono della important®opRIETA DI COMPLETEZZA O PROPRIETA DI DEDEKIND, che i

numeri razionalhon possiedono
Teorema 1. Sia Ac R, limitato superiormente. Allora esiste-=asupA.

Questa proprieta & palesemente falsa per i numeri razidkéks. I'insieme:
A={xeQ: ¥ <2

non possiede, i®, alcun estremo superiore (altrimenti la radice quadrata shrebbe razionale, il
che non &!).

2.2.1. La costruzione di Dedekind

Sia (L, R) una partizione d@ in due insiemi tali che:

LUR=Q, (21a)
¥xelL,yeR: x<vy. (21b)

La coppia (., R) viene dettaoppia b1 cLasst conTIGUE di numeri razionali aagrio di Q.
Per chiarire il concetto di taglio, facciamo qualche esenmuitevole.
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Esempio5. L={xeQ: x<0eR={xeQ: x> 0}non éun taglio, perché la condizione (21a) non &
soddisfatta (0 non € incluso nélimé inR).

Esempio 6. L={xeQ: x>0eR={xe Q: x< 0}non éun taglio, perché la condizione (21b) non e
soddisfatta (i numeri il sono maggiori dei numeri iR).

Esempio7. L={xeQ: x<0leR={xeQ: x> 0}non éun taglio, perché la condizione (21b) non &
soddisfatta (0 appartiene ad entrambe gli insiemil).

Esempio8. L={x€Q: x<0}eR={xeQ: x>0} e untaglio.
Esempio9. L={x€Q: x<1}eR={xeQ: x> 1} e un taglio.
Esempio 10. L = {xe Q: x <0 oppurex’ < 2} eR={xeQ: x> >2 ex> 0} & un taglio.

L viene dettaLasse siNisTrRA € R viene dettaLasse pestraA (infatti, se rappresentiamo i razionali come punti
Su una retta orientata verso destra come d’abitudine, i iume stanno a sinistra di quelli iR). La coppia o
taglio (L, R) viene detta coppia di classbntigueper la seguente ragione.

Proposizione7. Ye >03dxe L, ye R: y— x < g (in altri termini, esistono in L e R razionaéirbitrariamente
vicini fra loro).

Dimostrazione.Supponiamo che la proposizione sia falsa. Allora:
de>0Vxel,yeR: y—-x>e. (22)

Siano allorax € L, y € Rqualsiasi. Per la proprieta di densita dei razioA&lie N tale che:

y—X
6=yT<8.

Consideriamo gIN + 1 razionali:

X0=X X1 =X+06, Xa=X+26, ..., Xy =X+ N5 =Vy.

Per definizione di classi contigue, essi devono tutti agpare & o aR, anzi, per I'esattezza, i primi — diciamo
fino a che l'indice € minore o ugualeka- devono appartenerela e gli altri — quindi quelli con indice che &
maggiore dk — devono appartenere & Ora, X, € L, ex:1 € R, malaloro diferenza & < &, che contraddice

la (22). La (22) non puo quindi essere vera (perché impli@aontraddizione!) per cui deve essere vera la
tesi. m]

Si osservi chel € limitato superiormente (da qualsiasi numerd’)ne cheR € limitato inferiormente (da
qualsiasi numero i). Potrebbero avere massimo o minimo. Sono infatti possieiltipi di tagli: (1) L ha
massimo éR non ha minimo (ad es. I'esempio 9), (2)hon ha massimo B ha minimo (ad es. I'esempio 8),
(3) L non ha massimo R non ha minimo (ad es. 'esempio 10). Il quarto caso che pbeékoricamente essere
dato L ha massimo & ha minimo) non € in realta possibile. Sia infdtts maxL er = minR; | er sono
razionali (essendo massimi e minimi fanno parte dei rigpétisiemi: ed in ogni caso null’altro che i razionali
v'é al momento!). Ma alloral(+ r)/2 sarebbe razionale, maggioreld minore dir (essendone la media!),
quindi non sarebbe contenuto nélimé inR, contraddicendo la definizione di taglio.
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Ovviamente, tutte le classi del tipo (1) sono della forma:
L"={x<r}, R={x>r} perqualche € Q,
mentre tutte quelle del tipo (2) sono della forma:
L” ={x<r}, R ={x>r} perqualche € Q.

Quindise consideriamo equivalenti le copl€, R), (L”,R”) definite come soprd'insieme dei tagli di tipo
(1), (2) e in corrispondenza biunivoca c@n perché ad ogni razionatecorrispondono esattamerdeetagli,
uno di tipo (1) ed uno di tipo (2). Noi pertanidentifichiamo corQ I'insieme dei tagli di tipo (1), (2), avendo
avuto cura di identificare le coppie equivalenfi questo punt@stendiam@ aggiungendo le coppie di classi
del tipo (3), che palesemente non corrispondono a nessuenouazionale. Una classe di tipo (3) definira un
NUMERO IRRAZIONALE /.

Linsieme di tutti i numeri razionali ed irrazionali (cioé witti i tagli, avendo avuto cura di identificare i tagli
corrispondenti di tipo (1) e (2)) e I'insieme deimer1 ReaLI, denotato con il simbol&.

Nonostante le apparenzs, tratta di una definizione intuitivainfatti un numero irrazionale non pud mai
essere enunciato nella sua interezza, con precisionautgspérché occorrerebbe dare un numero infinito di
cifre (mentre un numero razionale ha uno sviluppo decimaf@gico o addirittura finito). Quindi dobbiamo
immaginare che, “in pratica”, una quantita realentrinua) sia determinata da un susseguirsi di approssimazioni
per difetto e per eccesso, vieppiu precise, che la detenoiapprossimandola dall’alto e dal basso.

E facile mostrare comR sia un insieme totalmente ordinato. Infatti, diremo chemlureri realie, 8 diversi
tra loro sono in relazione < g se le classi corrispondentif, R,), (Lg, Rs) soddisfano:

Leclg, R,DORs

E necessario escludete = 8 perché allora, nel caso in cui entrambe siano razionalgesebbe qualche
problema se rappresentiamaon una classe del tipo (2)gecon una classe di tipo (1). Ovviamente< 3 se
a<poa=p.

Definiamo ora le operazioni elementari sui numeri reali. idbio innanzitutto:

a+p=y=(L.R),
dove:
Ly ={x+y,xels,, yelgl, R ={X+Yy,XxeR,,yeRs}.

E banale verificare che.{, R,) & un taglio, e che nel caso in awie 8 siano razionali il risultato corrisponde
al razionale somma di e 3, e cioé che tale definiziorestende senza contraddisedefinizione di somma tra
razionali ai reali. Lbrrosto —a € definito dalle classi:

Lo ={-XXeR,}, Ry={-XXeLy},

ea — B = a+ (-p). E poi, naturalmente, definiani@ = max(, —a).
La definizione di moltiplicazione & pid macchinosa a caudasdgni. Definiamola prima per i numeri
positivi (per cui, dunque, la classe inferidcg contienetutti i numeri negativi. Sea > 0,8 > 0 (cosicché
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L, 2{xeQ, x<0}, R, C{xeQ, x> 0} ed analogamente pg), definiamo il prodottar - 8 0 brevemente
mediante le due classi:

R(rﬁz{x'y7 X€R,, yeRﬁ}7 L(yﬁz{x'y» X € Lo, yel—m eX»y>0}U{X€Q7 XSO}

E opportuno fermarsi un attimo a riflettere per convincemsile due classi formandfettivamente un taglio, e
che tale definizione estende senza contraddire la nozigredotto fra razionali ai reali; € necessario costruire
la classe sinistra in quel modo apparentemente macchiressbéy se fosse definita semplicemente in analogia
con la definizione della classe destra, non otterremo uiotagfatti il prodotto di due grandi numeriegativi
nelle classi sinistre di e 8 darebbe un grande numepositivoe quindi “fuori posto” nella classe sinistra del
prodotto.

Sea, B s0no positivi definiamo poi:

(-2)B = —ap, a(-p) = —ap. (-a)(-p) = ap.

Sea > 0, definiamot tramite le classi:

1 1
Rl/(rz{X€Q7 ;(EL(IM eX>O}7 Ll/(rz{X€Q7 - ER(,}U{XEQ, x < 0},
[07

e poniamo 1(—a) = —(1/«a). Definiamo quindir/B, cong # 0, comex - (1/8).

E facile, anche seiuttosto laboriosp dimostrare che le operazioni cosi definite sui reali esteadsenza
contraddire le nozioni delle analoghe operazioni sui realipe che le note proprieta delle operazioni elementari
effettivamente valgono sui reali.

Accingiamoci ora a dimostrare il teorema di completezzaet.f&rlo, cosideriamaooppie di classi contigue
di numeri realio tagli del’insiemeR dei numeri reali, invece che razionali. La definizione é tamnal caso
dei razionali, e cioé diremo ché&,(R) € untacrio per REaLt SeLUR = R e se¥x € L, Yy € Rvaley > x. In
modo del tutto analogo al caso razionale, si dimostravzhe 0 Ix € L, Jy € Rtali chey — x < £. Vale allora
il seguente teorema.

Teorema 2 (Dedekind) Se(L, R) & un taglio dei reali, allorada € R tale che L contiene tutti i reali minori di
a, R contiene tutti i reali maggiori dv e « appartieneoa L oaR.

Dimostrazione.Come nel caso dei numerirazionali, sono possibili in ling&idcipio 4 casi: (1)L ha massimo
| e Rha minimor, (2) L ha massimd e R non ha minimo, (3} non ha massimo B ha minimor, (4) L non ha
massimo &R non ha minimo. Ora, il caso (1) non é possibile: se fosse Momad < (I +r)/2<red (+r1)/2
non apparterrebbe allora néLané aR, come nel caso dei tagli dei razionali. Ma, dfelienza del caso dei
tagli dei razionalipra nemmeno il caso (4) & possibiléhfatti, se tale caso € possibile, poiniaino= L N Q,
R = RN Q. Ovviamentel(’, R) étaglio dei razionalie quindi definisce un numero re#es deve appartenere
al o aR; se appartiene b, allora deve essere il massimold{altrimenti dettgs’ un elemento dL maggiore
di B, frap e’ c'e€ almeno un razionalg’ € L’ maggiore djg e quindi inR ed essendo razionale ancheRn
il che contraddice il fatto chel(.R’) € un taglio dei razionali); se appartien®allora deve necessariamente
esserne il minimo (per un ragionamento analogo al preceyléQuindi il caso (4) non puo essere dato.

A questo punto il teorema di Dedekind & dimostrato perch&éasb (2)x = | mentre nelcaso (3) =r, e
non sono possibili altri casi. m]
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Dimostrazione del teorema di completez&aA c R limitato superiormente. Consideriamo i due insiemi:
R = {insieme dei maggiorantidh}, L=R\R

E evidente chel(, R) & un taglio dei reali. Essa definisce pertanto un numere agpér il teorema di Dedekind.
Dimostriamo ora che = supA.

Sea > SUpA, esisterebbe un maggioranteAlin L il che & assurdo. Se < supA, esisterebbe iR un reale
che non € maggiorante 4i il che contraddice la definizione B Quindi non puo che essese= supA. m]

Osserviamo a questo punto che le operazioni sui numeripeafono essere interpretate come operazioni
sui tagli dei reali allo stesso modo in cui sono state defsuiegagli dei razionali.

L'insieme dei reali viene anche dettontivuo. Il concetto di numero reale e centrale nell’analisi, e cespe

quello di continuita.

2.2.2. Ulteriori proprieta dei numeri real

Anche se ch&® é formato da infiniti elementi comid, Z, Q, si tratta di un infinito di “ordine” piu
elevato: si dice ch& non & numerabilePer I'esattezza, dimostriamo che non € possibile mettere i
corrispondenza biunivoca l'insieme dei reali compresDteal ed i numeri naturali.

Ammettiamo infatti che sia possibile. Potremmo allora ntarei reali fra 0 e 1 nel modo seguente:

ERIRORINS
022404040 ...
0aDaPaad ..
PLRCRORONS

A WO DN P

dove Ieaﬁ') e la j-esima cifra decimale delesimo numero reale nella lista. Un numero reade
compresmella lista é allora quello il cui sviluppo decimale é:

B = 0.bybpbgby ...,

dove le cifre decimalb; soddisfanob; # a].(i) (scelta che & sempre possibile fare, avendo cura di
scegliereb; # 9 e i numeri nella lista scritti in modo “normale”, senza eif® periodiche). Ci si
safermi un attimo a riflettere cheffettivamentes non appare nella lista; se apparisse, sarebbe il
primo, o il secondo, o il terzo, etc.: ma le cifreglsono scelte appunto in modo deitareche possa
essere il primo (perché la prima cifrafdirisce), il secondo (perché la seconda ciffeedisce), il terzo
(perché la terza cifra fierisce), e cosi vid.idea della dimostrazione, dovuta al matematico tedeseorG
Cantor (1845-1918), & detitaetodo diagonale
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Un numero reale che é radice di una equazione algebricaflcossti razionali viene dettar-
ceBrico: ad es. tutti i razionali sono algebrici/2 & algebrico, §/5 - 1)/2 & algebrico cosi come
qualsiasi espressione costruita mediante operazionieglam a partire da radici quadrate o in gene-
ralen-esime, e la radice d® + x — 1 = 0 & un numero algebrico anche se non & possibile scriverla in
termini di radici ed operazioni elementari.

Un numero reale che non & algebrico viene dektxscenpente. Ad es. € noto che il numers,
pari al rapporto tra I'area del cerchio ed il quadrato del mggio, € trascendente. In generale, le
dimostrazioni della trascendenza di un numero irraziosaf® dfficili.

2.2.3. Intervalli di numeri reali

PoichéR e totalmente ordinato, possiamo definireigliervaLLr come segue:

[a,b] ={xeR: a<x<h intervallo caruso

(ab)={xeR: a<x<b} intervallo aperTo

[a,b) ={xeR: a<x<b} intervallocHIUso A SINISTRA E APERTO A DESTRA

(&bl ={xeR: a<x<b} intervallocHIUSO A DESTRA E APERTO A SINISTRA

[a,+0) ={xeR: x> a} intervallo cHIUSO A SINISTRA E INFINITO A DESTRA
(-c0,a] ={xeR: x<a} intervallo cHIUSO A INFINITO A SINISTRA
(&, +0) ={xeR: x> a} intervallo APERTO A SINISTRA E INFINITO A DESTRA
(—0,8) ={XxeR: x< a} intervallo APERTO A DESTRA E INFINITO A SINISTRA

Si osservi chetco € —co non sono numeri ma sono solo dei simbdilie caratterizzano I'illimi-
tatezza dell'intervallo in questione. In pratica, la paesnquadra indica l'inclusione dell’'estremo
nell'intervallo e la parentesi tonda la sua esclusione; e@gsendo numerk oo Sono sempre esclusi.

2.3. Potenze, radici, e logaritmi

Definiamo ora per i numeri reali alcune operazioni particolente importanti, e cioé le potenze e i
loro inversi: le radici ed i logaritmi. Si tratta di nozioneb note dalle scuole inferiori ma € il caso di
rivisitarle dal punto di vista rigoroso che abbiamo cercéitodove possibile, di adottare.

2.3.1. Potenze e radici

Definiamo ora le potenze dei numeri reali.
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Siaa e R, n e N; allora:
"=a-...-a. (23)

—
nvolte

Si definisce inoltrea® = 1. Sem e Z edm < 0, allora si definisce:

1

m

a (24)

(si osservi che s < 0 allora—m > 0 quindi—m € NI).

La RADICE Q-ESIMA V@, € Z, & definita come I'operazione inversa dell’elevamento amed
g-esima, pea > 0.

Per definire &ettivamente la radicg-esima ¢ € N) & necessario utilizzare la costruzione di Dedekind. La
RADICE O-EsiMa di un numero reala > 0 e definita dal seguente taglio dei numeri reali:

R={xeR: x>0ex">a}, L=R\R={xeR: x<0ox"<aj.

(L, R) é efettivamente un taglio dei reali perché per costruzione ogale appartieneRo alL, e perché essendo
X" una funzionecrescenteli x, tutti i reali di L sono minori di quelli inR. Quindi (L, R) identifica un unico
numero reale che indichiamo cafa, per ognia > 0. Bisogna inoltre dimostrareffanché la definizione sia di
qualche ausilio, chey@)? = a. Ma cid & ovvio interpretando la potengaesima in termini di tagli dei reali:

(Va)' = (L', R),

dove:
R={y>0ey>a}, L' ={y<0oy<al,

per cui L', R) € esattamente il taglio dei reali che corrispondead

Le radici di argomento negativo ovviamente pongono deilproh perché le potenze pari di numeri
negativi sono sempre positive. Quinge q e disparidefiniamo pen < 0:

Va=-Va (25)

mentreper g pari y/a non & definita se a 0. Si osservi inoltre che con la nostra definizionel, caso

g parila radiceg-esima di un numero positivo € la sua radicssitiva Qualora sia necessario indicare

la radice pari di segno negativo di un numero positivo, sicaesplicitamente il segno cosi:va.
Definiamo quindia” perr € Q,r = p/gea> 0 come segue:

Le proprieta delle potenze dei numeri reali sono quelle ke fin dalle scuole inferiori € non
verrano ripetute qui.
Infine, definiama* nel caso in cua € R, a> 0 ex € R qualsiasi, quindi anche irrazionale.
Definiamo quindi pea > 1:
a“=supad’, reqQ, r <x. (27)
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La definizione & corretta, perché l'insieme considerateg@hente non € vuoto ed é limitato (basta
prendere qualsiasi razionalenaggioredi x per ottenerne il maggioran#!). Inoltre, tale definizione
estende senza contraddire le definizioni precedenti, peselx € Q allora I'estremo superiore €

proprio il massimo dell'insieme.
Inoltre la proprieta fondamentale delle potema2®’ = a® - & continua ad essere soddisfatta:

af =sufa’, reQ, r<a+p)=sufa™™, r,reQ, r<a, r; <B} =

=suda, r1eQ, ry<a}-supgd? reQ, rp<pl=a*-a. (28)

Per O< a < 1, definiamo: .
1
a¥= (—) , (29)

essendo fa > 1, e pera = 1 definiamo ¥ = 1.

2.3.2. Logaritmi

Sea* =y, allora scriviamo:
x=log,y (LoGARITMO IN BASE a di Y). (30)

| logaritmi sono stati introdotti dal matematico scozzeskenINapier (1550-1617) nella sua opdfaifici
logarithmorum canonis descriptidel 1614, quindi in una epoca piuttosto antica. Furono defmmodo un
po’ diverso dal modo odierno, ed il loro principale scopo guallo dell’aiuto al calcolo numerico. Una loro
importante applicazione pratica da questo punto di vietaso fino a circa gli anni '70, cioé all’epoca in cuile
calcolatrici elettroniche sono diventatdi$tientemente economiche, ereggjolo calcolatoreun semplicissimo
dispositivo meccanico che permetteva di calcolare mattigioni, divisioni e potenze molto facilmente anche
con 3-4 cifre decimali di precisione.

Chiaramente:

log: y = —log, Y, (31)

per cui possiamo considerare solo il cass 1 (il casoa = 1 non si pone, perché&E 1 sempre!).
Poichéa* > 0, log, y esiste solo sg > 0. Inoltre, poiché® = 1, log, 1 = 0, Poichéa* & funzione
crescente dk, anche logy é funzione crescente gi
Il logaritmo soddisfa alcune proprieta, ctievrebbercessere ben note fin dalle scuole superiori; le
riassumiamo nella seguente tabella, in cui assumiamo cbhask del logaritmo sia sempre un reale
positivo e diverso da 1.
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Vx>0: alo% X = x
¥YX,y>0: log, Xy = log, X+ log, y
1
¥x>0: Ioga;(:—logax
X
VYXy>0: Ioga)—/ =log, x—log,y
Vx>0, beR: log, X = blog, x
¥x>0 1: I =
x>0, xX# 0g, X o, a
log, X
Vx>0: log, x = —2
X > Oy X l0g, b

Le regole in tabella vanno applicatem grano salisinfatti se x< 0 abbiamo
log, X* = 2log, X, (32)
e sex-y > 0 (pur avendo, eventualmenteey negativi!) abbiamo:

log, Xy = 109, [X| + log, [yl. (33)

Occorre riflettere su queste due ultime identita e capire Ipenché esse valgono, onde non cadere in
molteplici errori facendo calcoli utilizzando i logaritmi
Ulteriori proprieta del logaritmo verranno studiate ngpitali successivi.

3. Esempi ed esercizi

Esempio 11. Esistono infiniti numeri primi. Infatti, ammettiamo che gaiho un numero finito di
numeri primi (chiamiamolipy, po, ..., pn) € che quindi IUltimo numero primo sigpy. Poniamo
allora:

M=p1-p2-...-pn+ 1L

ChiaramenteM — 1 é divisibile perogni numero primo (minore o uguale gu, cioé per ipotesi
tutti), per cuiM darebbe resto 1 alla divisione per qualsiasi numero primimdi sarebbe primo, ed
e palesementmaggioredi py: abbiamo ottenuto una contraddizione, per cui I'ipotegpatienza (e
cioé che i numeri primi siano finiti) deve essere falsa.
La dimostrazionemutatis mutandisé dovuta ad Euclide di Alessandria (325 a. C.-265 a. C.).
Da oltre duemila anni si cerca, invano, di scorgere dellelega nella successione dei numeri primi, che,
come dice il matematico D. Zagier, “crescono come grami@fla successione dei numeriinteri”. Il pitl grande

numero primo noto oggi (agosto 2011) #2699 1 ed ha 12978189 cifre decimali, e mantiene tale record da
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tre anni. La pagina wehttp://primes.utm.edu/largest.html contiene informazioni aggiornate sui piu

grandi numeri primi noti.

Esempio 12. Una qualsiasi equazione algebrica della forma:

X'+ ar X"+ apx"? 4+ ... 44, =0,
in cui tutti i codficienti  siano interi, non pud avere radici razionali che non siaraharnntere. In
altri termini, tutte le sue radici sono o intere o irrazional
Infatti, se scriviamax come frazioneidotta ai minimi termini x= p/q, otteniamo:

pn (p)n—l (p)n—z
| +a|= +ap|— +.-+an =0,
(q) "\q “\q

e moltiplicando peg"* otteniamo:
pn
- = alp
q

che, uguagliando una frazione propria con un numero inéeimpossibile.

n-1 + azpn—Zq et anqn—l’

Questa dimostrazione, dovuta al matematico tedesco Caids3d777-1855), & presa da G. H. Hardy,
Course of Pure Mathematic€ambridge 1955.

26



