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| numeri complessi

Introduciamo ora una importante estensione dei numeli, ref@ ci permettera ad es. di calcolare
le radici quadrate — ed in generale di esponente pari — dsi@salnumero, anche quelli negativi, e
pil in generale che permettera di trovare le radiaijailsiasiequazione algebrica. In altri termini,
mentre se restiamo nei numeri reali esistono delle equiaalgebriche che non hanno soluzione
(ad es. x> + 1 = 0), nei complessbgni equazione algebrica ha almeno una soluzioh@umeri
complessi sono inoltre molto utili per rappresentare lazioni nel piano, e come tali sono importanti
in tutte quelle applicazioni in cui occorre rappresentastamaticamente fenomeni ondulatori in cui
il concetto di “fase” gioca un ruolo importante.

1. Il piano complesso

Definiamo ora i numeri complessi come punti nel piano suiidealsuali operazioni algebriche sono
definite in modo opportuno.

Si osservi che nei corsi di matematica elementari (ad esce kcientifico o all'istituto tecnico)
€ abitudine introdurre i numeri complessi dicendo “la radit—1 che prima non esisteva ora’e
Questo perd € un modo puramente intuitivo di procedere chesoddisfa le esigenze di rigore anche
pil elementari. Perché allora non dire/Olprima non esisteva ed ora<énserire simbolo a casg?

*Quest’opera e distribuita con licenza “Creative Commongrilduzione - Non commerciale - Non opere derivate 3.04tali
(CC BY-NC-ND 3.0)" (v. http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/it/deed.it). Ringrazio il
Prof. Roberto Zanashttp://proooof.blogspot.com/) per molti utili suggerimenti volti a migliorare la qualith
questo testo.



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

Ogni oggetto matematico deve essere costruito a partireialaasa di preesistente per poter essere
definito.

1.1. Definizione ed operazioni
1.1.1. I numeri complessi come punti nel piano

Un NUMERO cOMPLESSO € semplicemente una coppia ordinata di numeri reali:

(ab), abeR. 1)

Ci si puo chiedere a che possa servire una tale definizionesp@sta a questa domanda € nei paragra-
fi seguenti, in cui definiamo le principali operazioni algebe sui numeri complessi ed introduciamo
una notazione speciale che ne rende la manipolazione gartitente agevole ed intuitiva.

L'insieme dei numeri complessi (e cioé l'insier@ delle coppie ordinate di numeri reali dotato
delle operazioni che andiamo a definire nel seguito) vienalogente denotato con il simbola

1.1.2. Somma e sottrazione di numeri complessi

Definiamo la somma di due numeri complegsi= (X1,Y¥1), 2 = (X2,¥2) come la loro somma
vettoriale:

71+ 2 = (X1 + X2, Y1 + Yo). (2)

E evidente che la somma cosi definita soddisfa tutte le aidimmoprieta della somma, e cioé &
commutativa ed associativa, ed il numero compless0) (e € I'elemento neutro.
L'opposto diz = (x, y) & definito nel modo ovvio come:

—Z= (_ X, _y)’ (3)

e soddisfa tutte le proprieta che ci aspettiamo dall’oppdsun numero, ad ez.+ (-2) = 0.
La differenza di due numeri complessi viene definita quindi comertansa del primo con I'opposto
del secondo, e quindi, con le notazioni usate nella (2):

71— 2= (X1 — X2, Y1 — Yo). 4)

Trattandosi essenzialmente di us@mma vettorialese rappresentiamo i numeri complessi come
punti nel piano, la loro somma viene ottenuta con la ben regala del parallelogrammaillustrata
in fig. 1.
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Z+W

Figura 1: Somma di numeri complessi

1.1.3. Moltiplicazione di numeri complessi

Owviamente € sempre possibile moltiplicare un numero cessol con un numero reale:
AER, z=(Xy)eC: Az= (X Ay). )

Tale operazione soddisfa tutto quello che ci aspettiamandamoltiplicazione, eccetto che resta una
moltiplicazione tra reali e complessi, mentre noi vogliagafinire una operazione di moltiplicazione
fra complessie che inoltesoddisfi tutte le proprieta della ordinaria moltiplicazierira numeri reali

E facile rendersi conto che la cosa apparentemente ovviagésecmoltiplicazione componente per
componente, non & una buona idea; infatti non sarelffieiléi verificare che non sarebbero mante-
nute tutte le ordinarie proprieta della moltiplicaziond,imoltre sarebbe una definizione “stupida”, in
guanto a questo punto non si capisce a cosa servirebbere epdyonenti di un numero complesso
se esse non si “mescolano” mai mediante una qualche opeearnportante.

La corretta definizione di moltiplicazione fra numeri coegsi € apparentemente curiosa ed ori-
ginale, e ci convinceremo che é quella buona solo pil avguindo ne avremo compreso tutte le
proprieta. Ponendo dunqae = (X1, Y1), o = (X2, ¥2), definiamo:

71 - 2o = (X1 X2 — Y12, X1Y2 + XoY1). (6)

Bisogna verificare che tale operazione soddisfa (i) la petprcommutativaz, - z = z - z, (ii) la
proprieta associativaz{ - z) - z3 = z1 - (z» - 73), (iii) la proprieta distributiva rispetto alla somma
- @+B)=21-+21- 2.

La proprieta commutativa € pero ovvia se notiamo che posssrambiare gli indici 1 e 2 nella
(6) senza che la formula cambi. La verifica delle propriegoaistiva e distributiva € un esercizio
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estremamente noioso e sostanzialmente banale. E ancheliaoneerificare che il numero comples-
so (1 0) e I'elemento neutro per la moltiplicazione cosi defint@he la moltiplicazione di qualsiasi
numero complesso per,(©@ da (Q0). Pertanto possiamo chiamare@lo zero compLesso € (1, 0) la
UNITA COMPLESSA. Inoltre, e cio € essenzialese identifichiamo il numero realecon il numero com-
plesso 4, 0) allora la moltiplicazione tra numeri reali e la molti@izione di un numero complesso
per uno reale come definita in (5) coincide con la moltiplicae fra complessi:

/lnu eR: (/1’ O) : (:u’ O) = (/lﬂv 0),
AER, zeC: (1,0)-(XYy) = (AxAy) = AXY)

('analoga proprieta per la somma é ovvia). Cio vuol dire phssiamo identificare i numeri reali con
i numeri complessi della formg, 0), e le operazioni sui complessi possono essere intetpredane
generalizazione delle corrispondenti operazioni sui.real

1.1.4. Il numero i

Cosa sono “gli altri” numeri, cioé quelli che non corrispond ai reali? Che proprietd hanno?
Cominciamo col calcolare il seguente semplice prodotto:

(0,1)-(0,1)= (0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0). 7)

In altri termini, (Q 1) € quel numero complesso che, moltiplicato per se steasbresle—1 (ovvero il
numero complesso che corrisponde al redlemad’ora in poi identificheremo i reali con i complessi
che gli corrispondonp Dunquenei complessi, il quadrato di un numero pud essere un regjatine

e quindi 'introduzione dei numeri complessi ci permettecdicolare le radici quadrate dei numeri
negativi. In realta i numeri complessi fanno molto di pid, e cioe nei ptessi € vero che qualsiasi equazione
algebrica ammette almeno una soluzione, cosa che non ¢ geraali, e che non e totalmente banale da
dimostrare; si dice pertanto che i complessi soncampletamento algebriadei reali.

A questo punto e estremamente conveniente utilizzare leeség notazione: scriviamo direttamen-
te tutti i numeri complessi della forma, () come il numero reale corrispondente, e denotiamo |l
numero (Q1) con il simboloi; numero complesso(y) puo allora essere scritto corme- iy, etutte le
proprieta delle operazioni elementari sui numeri comglesgcavano dalle corrispondenti proprieta
delle operazioni elementari sui reali e dalla proprief#), ciog, con la nuova notazion&,= —1. Si
osservi che, com’e owvio, anchei}[2 =-1.

Esercizio. Calcolare le seguenti operazioni fra numeri complessi:
e (1+0)A-1),

o (V2+i)(V2-1),
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o 2+ V3i)(V3-2i),

e (CoSXx+ isinx)(cosx — i sinx).

1.1.5. Potenze di numeri complessi

Non vi € nulla di speciale nella definizione di poterdiaesponente intero positivdi un numero
complesso: semplicemente si tratta di una moltiplicazigmetuta, come per i numeri reali.

Esercizio. Calcolare le seguenti potenze di numeri complessi:

e i", pern € N; che proprieta ha la successiaig?

(1+i)%,

(1 +i)*,

1+ V2i)3,

(cosx + i sinx)2.

1.1.6. Parte reale, parte immaginaria, complesso coniugat 0, modulo ed argomento

Definiamo ora alcune particolari operazioni particolafiimiee sui numeri complessi.

Dato un numero complesso= x + iy, definiamo la su@arte ReaLE Rez come il numero reale,
la suararTE iIMMAGINARIA IM Z cOome il numeraeale y; per cuiz = Rez + ilm 2). Definiamo dunque il
COMPLESSO CONIUGATO Z (indicato a volte corz’) come Re — i Imz, cioé il numero complesso con la
stessa parte reale e parte immaginaria opposta). Se il pungereale, allora Re=z Imz =0, e
z =z Seil numera ha parte reale nulla si dice chemdiacinario 0, per chiarezzamMAGINARIO PURO;
in tal casoi Imz = zeZ = —z Si noti che in un numero reale non vi & nulla di piG reale chenmumero
immaginario e viceversa; la terminologia ha origini stbac

Il MODULO O VALORE AssoLuToO |Z| € definito come:

4 = V(Rez)? + (Im 22, (8)

e quindi non & altro che la distanza del punto che rappredemianero complessa nel piano com-
plesso dall’'origine. Si osservi che, 8é reale, allora la definizione di modulo data dalla (8) edaiva
a quella data precedentemente per i numeri reali, in qua/rx_?o: |X|. Siosserviinoltre che:

zZ=|7°. )
Il valore assoluto cosi definito soddisfa le seguenti petgri

12 >0, (10a)
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l72=0=2z=0, (10b)
121 - 2| = |z1] - |2, (10c)
1z1 + 22| < |z1] + |22 (10d)

La (10a) € ovvia. La (10b) e anche essa ovvia in quant(z se 0 allora la somma dei quadrati
delle parti reali ed immaginarie dié nulla, e cio & possibile solo se sia la sua parte reale chala s
parte immaginaria sono nulle. La (10c) deriva da un calcalettd; infatti ponenda; = x; + iy; €

Z = Xp + iy, abbiamo:

\/ (X1 X2 — Y1y2)? + (X1y2 + XaY1)? = \/ X +ys \/ X+ Y2,
da cui, elevando al quadrato ambo i membri, otteniamo:
(X2 — Y1y2)? + (Xay2 + X2y1)? = (% + Y2) (%5 + Y3),
e svolgendo i quadrati otteniamo un’identita. Ovviameat€lDc) si puo iterare per cui abbiamo:
Z1 -2 ... -z =] - 22| - ... - |Z0].

Infine la (10d), che ¢ di nuovo Bisuguaglianza triangolareva dimostrata in modo diverso cheln
Notiamo innanzitutto che, come € ovvio dalla definizionealove assoluto, abbiamo:

-7 < Rez< |z, -4<Imz<|z.
Quindi, grazie alla (9), abbiamo:
21 + 22 = |21 + 122 + 2 Rei ).
Dalle ultime due segue dunque che:
21+ 2 < |21 + 122 + 20z1] - 2],

e quindi la disuguaglianza triangolare.
E immediato, e lasciato per esercizio, verificare che a#lessi modo si ottiene:

2 2 2
1z = 2”2 |z1|” + |2 = 2z1] - |2],
da cui la non meno utile disuguaglianza:

|1 — 2| > ||z1] - |22l



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

y
Im z---------- v
v
0Largz |

Figura 2: Parte reale, parte immaginaria, modulo ed argtmdinun numero complesso

Infine definiamo lsrcomenTo di un numero complessy indicato con arg, come I'angolo tra la
semiretta congiungente l'origine con il punto che rappn&se sul piano complesso ed il semiasse
delle x positive. In altri termini, vale la formula:

- Im z
argz = arctang se Re>0,
argx = arctanfitz + = se Rez <0,

(11)
argz= 73 se Re¢=0, Imz> 0,
argz= -3 se Re¢=0, Imz<O.

Osservazione importante: I'argomento di un numero complesso € un angolo, ovvero e itefin
meno di multipli di 2r. In altri termini, argz non haun valore definito, ma ne ha infiniti, cheftiri-
scono per multipli di 2; quindi a rigore arg non € una funzione di Be restiamo in un contesto di
angoli, possiamo manipolare tranquillamente zcgme se fosse una funzione, come abbiamo fatto
nella (11), in cui si intende che arg definito come il membro destro delle varie uguagliamz@eno
di multipli di 27. Se si vuole una autentica funzionezlioccorre restringere I'insieme di valori in
cui I'argomento puo variare, ad es. all'intervallg §&); in tal caso & conveniente utilizzare un altro
simbolo per ldunzionecosi ottenuta, ad es. Argon la maiuscola.

In fig. 2 rappresentiamo graficamente le operazioni inttedatquesto paragrafo.
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1.1.7. Divisione di numeri complessi

La divisione di un numero complesso per un numero reale @leédcnel modo naturale:

z Rez .Imz
AeR,zeC: — = — +1—, (12)
A A A

owvvero dividiamo parte reale e parte immaginariaskparatamente per il realeMa come procedere
se dobbiamo dividere un complesso per un altro complessea@gntenonsiamo liberi di prendere
una definizione qualsiasi, perché la divisione deve es&grerhzione inversa della moltiplicazione
che e gia stata definita. Quindi dobbiamo usare in modo igégite quanto sappiamo dell’algebra dei
numeri complessi. Approfittando della (12), ci riconduciaantale caso nel modo seguente:
V4 SV R A V)
z % ol ~
che si calcola come in (12) in quanto il denominatore é reale.
Si osservi che la procedura & formalmente analoga a quett cwne “razionalizzazione del
denominatore” in una frazione. Ad es., se abbiamo:

1
3+ 12
e vogliamo eliminare il termine irrazionale al denominatamoltiplichiamo numeratore e denomi-
natore per il fattore “algebricamente coniugato™3v2 in modo da ottenere a denominatore una
espressione priva del radicaié.
In realta I'analogia non & solo formale e c’é sotto qualcasaportante relativo a quel ramo della matema-

tica noto comeeoria dei numeri

Esercizio. Calcolare i seguenti quozienti:
1-i
1+i’
V2 +i
V2-i’
(1+i)3
1-i’

’

1
z

1
cosx +isinx’
(cosx — i sinx)?
COS X +isin2x’
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1.2. Il diagramma di Argand ed le formule di De Moivre

E chiaro che il modulo e I'argomento di un numero complesswde coordinate polaridel punto
che lo rappresenta nel piano complesso. L'interpretazgeametrica che ne consegue dei humeri
complessi prende tradizionalmente il nome di diagrammardaAd(dal nome di Jean Robert Argand,

1768-1822, ragioniere svizzero e matematico dilettate & introdusse)

1.2.1. Rappresentazione polare dei numeri complessi

Ponendo dunque:
p =12,
¢ =argz,
abbiamo cheq, ¢) sono le coordinate polari del punto che rappresenta il narnemplessa sul

(14)

piano complesso. Dunque:

Rez = pcosg,
pCcoSé (15)
Imz=psing.
Altri modi per dire la medesima cosa sono:
Z = p(cos¢ +ising) = |Z(cos argz + i sin argz). (16)

1.2.2. Interpretazione geometrica delle operazioni suinu  meri complessi

E a questo punto interessante capire se le operazioni suemwomplessi hanno un significato
geometrico.
La somma e stata gia discussa: trattandosi della normalmaorettoriale, pud essere interpretata
in termini della nota “regola del parallelogramma”.
E interessante invece discutere l'interpretazione geraedelprodottodi numeri complessi. Sia
dunque:
71 = p1(cosgy +ising1), 2z = p2(COSP2 + i Sing2). 17)

Allora:

212 = p1p1(COSP1 + 1SiNg1)(COSP2 + i SiNgy) =
= p101((COSP1 COSPy — SiNg1 SiNgo) + 1(COSP1 SiNg, + COSPo SiNg)) =
= p1p2(COSEP1 + ¢2) +isin(p1 + ¢2)), (18)
da cui ricaviamo che 1. il modulo del prodotto € il prodotto meduli (cosa gia vista in precedenza),
2. I'argomento del prodotto & la somma degli argome@iuest’ultimo € un fatto importante per cui

lo riproponiamo esplicitamente:
argz1z = argz; + argz. (19)
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Cio vuol dire che la moltiplicazione per un numero complessh modulop = |7 ed argomento
¢ = argz equivale ad una rotazione di un ang@pe ad un riscalamento omogeneo di un fatiore
(una dilatazione sp > 1, una contrazione se< 1). In particolare, i numeri complessi di modulo 1
(e quindi della forma cog + i sing) corrispondono a rotazioni (di un angappintorno all’origine del
piano complesso.

Applichiamo ora quanto detto alle potenzezdi p(cos¢ +i sing). Dalla (18), ponenda, = 2, = z,
abbiamo:

Z = p?(cos 2 + i sin 2p); (20)

e altresi evidente che possiamo continuare ad iterarelicagpone della (18), ottenendo dunque la
formula generale per la potenmsesima di un numero complesso in forma polare:

Z" = p"(cosng + i sinng). (21)

Le formule (18)-(21) prendono il nome thrmule di De Moivre dal nome del matematico francese
Abraham De Moivre (1667-1754) che le introdusse.

Tali formule sono intimamente legate alla definizione didmibo di due numeri complessi (6). Infatti, la so-
miglianza fra la (6) e le formule di somma di coseno e senoeldwe saltare agli occhi. Limportante significato
geometrico della moltiplicazione tra numeri complessstjfica la scelta della definizione della moltiplicazione

tra numeri complessi che ¢ stata fatta.

2. Numeri complessi ed equazioni algebriche

Abbiamo accennato precedentemente al fatto che, nei cegsilet possibile calcolare radici quadra-
te di numeri negativi. Approfondiamo ora tale idea, disndteil significato geometrico delle radici
in C e discutendo la natura delle soluzioni delle equazionitalgke, in particolare di secondo e terzo
grado.

2.1. Radici di numeri complessi

Unarabice n-esva di un numero complessoé un numero complessotale chen = z. Per calcolare
— e contare! — le radian-esime di un numero complesso utilizziamo le formule di Deiwtoche
abbiamo visto nel paragrafo precedente.

2.1.1. Il caso della radice quadrata

Per capire meglio i concetti, cominciamo con il caso, fadklle radici quadrate.

10
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Siaz = p(cos¢ + i sing) ew = o(cosh + i siné), e ricordiamoci che deve essawé = z. Quindi,
per De Moivre:
2
o =p,
g (22)
20 = ¢.
Ma ricordiamoci che nella prima delle (22) siachep sono> 0, e soprattutto ché, ¢ sono angoli
quindil'identita (22) vale a meno di un multiplo qualsiasi &i; in altri termini, la seconda delle (22)
va interpretata nel modo seguente:

dkeZ: 20 = ¢ + 2kn; (23)

qualsiasid che soddisfa la (23) va bene. D’altra parte, dalla (23) sMadmmediatamente:

¢

9:§+k¢, keZ. (24)

Ora, € cruciale osservare quanto segue. Mentitegli angoli ¢ = 2kt sono equivalenti (cioe cor-
rispondono al medesimo punto sul piano compledsdpro meta non lo sono pitinfatti gli angoli
¢/2 + kr differiscono fra di loro per multipli dir, nondi 27! Quindi quando trattasi di multipli pari
abbiamo angoli equivalenti, mentre quando trattasi di iplullispari abbiamo angolopposti(cioe
che diteriscono dir).

Quindi a seconda che in (24) scegliamo un multipéai o dispari di = abbiamoduevalori della
radice quadrata di

Wy = \/ﬁ(cos% +i sin%) perk pari,

¢

(25)
Wy = \/ﬁ(cos(% + n) +i sin(% + 71')) = \/ﬁ(cos% +isin 7) perk dispari

dove si & fatto uso delle identita trigonometriche per gfi@nche diferiscono dir nella seconda.
Quindi ogni numero complessozz 0 ha due radici distinte ed opposfehe ovviamente per lo zero
sono la medesima radice, e cioé zero).

Arrigore, la radice compless®n € una funziondnfatti il simbolo +/z indicaentrambde radici di
Z, e quindi non essendo univoco non puo essere una funzioheltdianell’analisi complessa si intro-
duce la nozione di funzione a piu valori per indicare tali:cam di questo parleremo molto piu avanti.
Inoltre, al contrario che nel caso reale, non é possibilgl®ree una in modo non eccessivamente
arbitrario per la ragione seguente.

E opportuno spendere qualche parola sul significato deldonly. Se sotto radice appare un
numero reale, allora intendiamo la usuale radice quadeati® di un numero reale, che esiste solo
per valori non negativi del suo argomento e che per convagzsb assume positiva (utilizzando la
esplicita menzione del segre,/ qualora si voglia indicare che serve la radice negativa)in@se
sotto radice appare un numero complesso, si intende laeradioplessa.

11
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Esempio 1. Ecco alcuni esempi elementari.

e V1= 11 (visto come numero complesso). Infatti:
11 =1, arg 1= 0 (+2kn),

per cui:
V1] = 1, arg V1 = kr,

e quindi otteniamer1 0 -1 a seconda chesia pari o dispari.

o V-1 = +i. Infatti:
-1 =1, argt-1) = n (+2km),

per cui:

V=1 =1, arg\/—_:g+kzr,

e quindi otteniamari 0 —i a seconda chlesia pari o dispari.

e Vi==x(1+i)/V2. Infatti:
il=1  argi= g (+2kn),

per cui:
Vil = 1, arg\/i_:i—:+kzr,

e cioé il risultato indicato tenendo conto chesid = cosr/4 = 1/ V2.
o V=i ==x(-1+1i)/V2. (Perché...?)

Nella figura 3 abbiamo disegnato il numero complessp & e le sue due radici quadrate. Si
osservino gli angoli che corrispondono agli argomentiededdici e del radicando.

2.1.2. Il caso generale

Sia oraz = p(cos¢ + i sing) ew = o(cosH + i sind), e ricordiamoci che deve essar® = z. Quindi,
per De Moivre:

o =p,
. (26)
no = ¢.
Di nuovo, la seconda delle (26) vademeno di multipli d2r, ovvero va interpretata come:
dkeZ: nb = ¢+ 2Kn; (27)
qualsiasid che soddisfa la (27) va bene. D’altra parte, dalla (27) sMadmmediatamente:
2k
9=?+—¢, keZ. (28)
n n

12
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Figura 3: Le radici quadrate di-23i

Quindi, quandd varia fra 0 ech — 1 otteniaman angoli distinti:

¢ ¢ 2n _¢, 2t(n-1)

6==,0==+=,...,0 , (29)
n n n n n
mentre ilsuccessivovalore:
27 -n
9=2 %o (30)
n n n

e lo stesso angolo chg/n, cioé il cason = 0, e cosi via Esistono quindin radici n-esime, che
differiscono da loro per una fase pari @/8, cioé per un fattore cosi2n + i sin 2r/n. Si osservi
che il cason = 2 da un fattore cos®2 + isin2r/2 = -1, cioé due valori opposti, come trovato in
precedenza e come ben noto dalle scuole inferiori.

2.1.3. Leradicidi 1le -1

Come esempio, determiniamo le radieesime di 1 e di-1. Cominciamo dal primo caso.
Abbiamo:
1=1-(cos0+isin0)l (31)

cioé - banalmente! - 1 ha modulo 1 ed argomento 0. Quindi laadiaen-esima deve avere modulo
1. Inoltre la fase deve essere data da:

6=—— k=2 (32)
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Al variare dik tra 0 en — 1 abbiamo glin valori della radicen-esima:
n 2knr . . 2kn
\/izcosTﬂsmT, k=0,...,n—1. (33)

Tali valori sono disposti sul piano complesso a formare tigiedi un n-agono regolare, iscritto al
cerchio unitario, un cui vertice € nel punto che corrispoaldeumero complesso 1 (perché 1 & sempre
radicen-esima di 1, in quanto™= 1 - é il casok = 0 nella (33)).
Ad esempio, le tre radici cubice dell’'unita sono date da:
21 -1+iV3 2 21 -1-iV3

1, cos§+|sm§_ > cosg—lsm?_T (34)

(rispettivamente i cast = 0, 1, 2 conn = 3 nella (33)); le quattro radici quarte dell'unita sono date
da:

/N S . 3r . . 3 .
1, cos§+|sm§_|, cosr +isinmr = -1, cos?+|sm7_—|. (35)

In figura 4 abbiamo disegnato le radici quarte e quinte di 1.

(a) Radici quarte di 1 (b) Radici quinte di 1
Figura 4: Radici pari e dispari di 1
Nel caso di-1, abbiamo invece:
—-1=1-(cosrm+isinn), (36)

e cioe—1 ha modulo 1 ed argomenio Quindi la sua radice deve avere argomento 1 ed argomento
dato da: o
2

T, kIO,...,n—l. (37)

14



ALBERTO BERRETTI ANALISI M ATEMATICA |

Tali valori sono disposti sul piano complesso a formare tigiedi un n-agono regolare, iscritto al
cerchio unitario, un cui vertice € nel punto che corrispoatiBumero complesso cgs+ isinZ (il
casok = 0 nella (37).

Ad esempio, le radici cubiche dil sono date da:

cos£+isin£:1+i\/§ coss—ﬂ+isin%:—l cosﬁ+isin5—ﬂ=1_i\/§' (38)
3 n 2 3 3 ’ 3 3 2
le quattro radici quarte dil sono date da:
cos® +isin® = 1 cos®E 4 jgin ¥ - Z1EH
47704 vzt T4 4 vz
cosZ 4isinZ - 121 cosT yiginE Lol (39)
4 4 2 A 4 2

In figura 5 abbiamo disegnato le radici quarte e quintedi

(a) Radici quarte di-1 (b) Radici quinte di-1

Figura 5: Radici pari e dispari dil

Esercizio. Disegnare sul piano complesso le radici terze e quarte di-1 ehe abbiamo appena
calcolato. Calcolare le radici seste di & e disegnarle sul piano complesso.

2.2. Equazioni algebriche

L'introduzione dei numeri complessi permette non solo tiaare radici che nell’ambito dei numeri
reali non esistevano, ma permette fieamare I'importante teorema seguente.

Teorema 1 (Teorema fondamentale dell’algebrapgni equazione algebrica possiede almeno una
soluzione inC.

15
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La dimostrazione di questo teorema, per quanto sempliesuppone nozioni di teoria delle fun-
zioni di variabile complessa tali che una sua dimostrazgara possibile solo molto pil avanti.
Il teorema &erma, dunque, chgualsiasiequazione algebrica, di qualsiasi grado, conflicienti
qualsiasi:
P(2 =0 doveP(2) & un polinomioqualsiasi (40)

ammette una soluziorg:
P(z) = 0. (41)

Sian il grado del polinomioP(2). tilizzando un’elementare principio di fattorizzaziodei polinomi
— noto dalle scuole superiori come “regola diffRui” (Paolo Rufini, 1765-1822) — possiamo dunque
dividereP(2) per il binomioz — z; senza rested ottenere dunque:

P@) = (z-2)Q(2 =0, (42)

doveQ(2) & un polinomio di grade — 1. Questo a sua volta avra una soluziemnehe ovviamente per

la (42) e anche soluzione 8(z) = 0; Q(2) quindi a sua volta sara divisibile per z, generando un
nuovo polinomio di gradm — 2 a cui applichiamo di nuovo il teorema fondamentale dejéaka, e
cosi via finché possiamo dividere, cio&olte. Otteniamo cosi che una equazione algebrica di grado
n possieda soluzioni, che perd ovviamente possono essere in tutto arbe poincidenti.

Non possiamo dire altro per ora sulle soluzioni di una equezialgebrica qualsiasi a dteienti
complessi. Possiamo dire qualcosa di pil nel caso in cuiiicafficienti siano reali. Osserviamo
innanzitutto che, sg& € una soluzione d?(z) = 0, allora il suo complesso coniug&@ge una soluzione
dell’equazioneP(z) = 0, cioé dell’equazione algebrica ottenuta con il polinoutie ha per cacienti
i complessi coniugati dei corrispondenti ¢oaenti di P:

PR =) az = P2 = , az,
; ’ JZo | (43)

P(20) = 0= 0= P(z) = P();

tenendo conto che il complesso coniugato della somma € lansatkei complessi coniugati, che il
complesso coniugato del prodotto € il prodotto dei complamsiugati e che il complesso coniugato
della potenza e la potenza del complesso coniugato, si ttatin fatto assolutamente owvvio. Ora, se
il polinomio P(2) ha codficienti reali, alloraP = P e quindi abbiamo che sg & la soluzione di una
equazione algebrica a dfieienti reali, allora anchg, & soluzione della medesima equazione. | casi
possibili sono allora due: (g € reale, e allor&@ = zy € non abbiamo in realtd un’altra soluzione,
(i) zo non & reale, ed allora abbiamo un’altra soluzione dell'emuee, complessa coniugata della
prima.

In altri termini, le soluzioni di una equazione algebrica a ¢fiwenti reali sono o reali, 0 coppie di
soluzioni complesse coniugate
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2.2.1. Lequazione di secondo grado

Richiamiamo ora la soluzione dell'equazione di seconddara
ax +bx+c=0. (44)

Come é ben noto fin dall'inizio delle scuole superiori, le sakizioni sono date da:

—b+ Vb2 - 4ac

2a (45)

X1,2 =

Infatti, “completando il quadrato” otteniamo:

07

b)\*> b?-4ac
2a 432 4a 2a -

b 2 2
a(x2+2-—-x+—)+c——:a(x+—
4a

da cui otteniamo banalmente la (45) risolvendo rispetts. ad

Immaginiamo ora che i cdicienti siano reali. Prtanto s& = b? — 4ac, dettopiscriviNanTE del-
'egazione, € positivo, abbiamo due radici soluzioni distj seA € nullo abbiamo due soluzioni reali
coincidenti, mentre s& & negativo abbiamo due soluzioni complesse coniugate. @fiicienti sono
complessi, le soluzioni sono in generale complesse e possalo dire che sa = 0 le due soluzioni
coincidono.

2.2.2. Lequazione di terzo grado

E abbastanza elementare ricavare la formula che risolgad&one di terzo grado:
aC +bX +cx+d=0. (46)

Poichéa # 0 (altrimenti I'equazione sarebbe di secondo grado!) pmssisempre dividere ambo
i membri dell’equazione pea e cosi ricondurci al casa = 1, cosa che d’ora in poi assumeremo.
Inoltre, mediante la sostituzione:

b
x:y—é 47

e possibile cancellare il termine di secondo grado, ottéogea calcoli svolti, I'equazione:

2 3
y3+(c—b§)y+%—b—;+d:0.

Possiamo quindi considerare equazioni cubiche della forma

Y’ +py+q=0 (48)

senza perdere in generalita, perché a detto caso ci si pywreeicondurre con semplici sostituzioni.
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La cubica (48) puo essere risolta in modo assai semplicadigzendola ad usistema simmetrico
di due equazioni in due variabili nel modo seguente. Poniamo

y=uU+yV, (49)
da cui otteniamo immediatamente:
yo =W+ 30V +3uV + V2 = U + V2 + 3uMu + V) = U + V2 + 3uvy. (50)
Sostituendo nella (48) otteniamo:
wW+v3+ @Buv+ py+qg=0. (51)

A questo punto utilizziamo la liberta di avere a disposieida due variabili ausiliariai e v per
realizzare che tale equazione sara risolta, sesoddisfano:

u+Vv3 = —q, (52)
uv=-%,

ed elevando alla terza potenza la seconda equazione @ehaigrecedente otteniamo infine il sistema
simmetriconelle due incognite Y v*:

B +vi=-q

33 _ _ P
i = -

u
(53)

che puo essere risolto in modo elementare, riconducentlaleaiuzione di una equazione di secondo
grado. Infatti, poich&® e \® devono avere per sommay e per prodotto-p3/27, come & ben noto
sono le due radici dell’'equazione di secondo grado:

p3
22+qz—2—7:0, (54)

dettarisolventedella cubica (48). Risolvendola e prendendo le radici cubitelle soluzioni abbiamo

5 7 3 3 7 3
_ Y I RN - NI A (- B O NP ot
y_u+v_\/ >+ 4+27+\/ > 75 (55)

Le formule cosi ottenute prendono il nomefalimule di Cardanpdal nome del matematico italiano

quindi:

Girolamo Cardano (1501-1576) che per primo le pubblico Bd51 anche se in realta sono dovute a
Scipione del Ferro (1465-1526), di cui non sono pervenuggepcritte.

Il problema, a parte la discussione del discriminante dalalventeg?/4 + p3/27, & il fatto che
ora sappiamo che una radice cubicatreavalori possibili, e che quindi nella (55) scegliendo initutt
i modi possibili i tre valori abbiam@ovesoluzioni, un po’ troppe per una equaziondetizogrado!
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Assumendo ora che il caso che ci interessa € quello dellzope a cofficienti reali, discutiamo
dunque il segno del discriminantg/4 + p3/27 e, tenendo conto della seconda delle (52), vediamo
come dobbiamo scegliere le radici cubiche in modo taleuche= —p/3 sia reale.

Siae = cos(2r/3) +isin(2r/3) = (-1+i V3)/2, cosi che 1 e&? = (-1—i V3)/2 sono le tre radici
cubiche di 1. Osserviamo chk? = . Consideriamo i tre casi possibili.
[1] Il discriminante & positivo:o?/4 + p3/27 > 0. Allora otteniamo pet® e V3 due valori reali e

distinti, e quindi:

U=Up=+/-3+ JE+L, u=u=slp, U=u, =22
= Yo = 2 ) 27° = U1 = &ulo, = U2 = 0>

3 [q2 3
— — q g p — — — — 2
V=V = 5= A7t V=Vi=&V, V=V2=:eV.

Otteniamo valori reali dilv (anzi,lo stessovalore reale duv, e cioé—p/3!) solo se combiniama ev

(56)

in uno dei tre modi seguentilgVp, U1V € Upv; (dove ovviamente teniamo conto cké= 1!). Quindi
le tre soluzioni dell’equazione di terzo grado sono:

Y1 = Up + Vo,
Yo = Uy + Vo, (57)
Y3 = U2 + V1.

Si verifica immediatamente clyg & reale g/,, y3 sono complesse coniugate.

[2] Il discriminante & nullo:g?/4 + p3/27 = 0. La discussione & identica alla precedente, solo che
orauj = vj. Pertantoy, = ys, e 'unico modo per cui due numeri complessi coniugati tra siano
uguali & che siano reali. Pertanto in tal caso abbiamo uneeraghle e due radici reali coincidenti. (E
banale verificare che le radici sono tutte e tre uguali solp sej = 0 e pertanty; = y» = y3 = 0).

[3] Il discriminante & negativor?/4 + p3/27 < 0. In tal casou®, v sono due numeri complessi,
coniugati fra loro.Anche le loro radici cubiche, dunque, sono numeri complessiugati fra lora

{u:uo:a+iﬁ, U=U; =é&lp, U= Up = &2Up, (58)

V=Vg=a—Iif, V=Vi=e&Vy, V=V =_cd,
doveq, B sono numeri reali. Di nuovo, gli unici modi in cui possiamardmnarli per ottenere sempre
lo stesso valore reale div = —p/3 sonougVp, UiVe € Uxvy (in quanto il prodotto dei due numeri
complessi coniugati & realesf = 1). Ma come sono le tre soluzioni corrispondeytj y» e y3?
Abbiamo:

V1 =Ug+ Vo =20 € R,
Yo = UL+ Vo = gla +iB) + e%(a@ — iB) € R, (59)

Y3 =U+Vy = eX(a +iB) + e(a — iB) € R,
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dove abbiamo utilizzato il fatto che? = £ e che la somma di due numeri complessi coniugati &
reale. Dunque in questo cagotre soluzioni sono reali e distinte!lOsserviamo che é proprio nel
caso in cui il discriminante €& negativo, per cungossibilerisolvere I'equazione di terzo grado senza
passare per i numeri complessi, che le tre soluzioni sorberelistinte. Per questa ragione il caso del
discriminante negativo per I'equazione di terzo grado fiticdéa Cardanecasus irriducibilise sostanzialmente

porto all'introduzione dei numeri complessi.

Esercizio. Risolvere le seguenti equazioni di terzo grado:
1. X3 —4x%2 - 22x+52=0,
2. 27 +54x% — 45x + 8 = 0,

3. 28 -10x% + 15x -9 =0.

3. Trasformazioni del piano complesso

Consideriamo ora una funzione di variabile complessa aivadonplessif : C — C. Tale funzione
pud essere interpretata — se il dominio € l'intero piano desgeC eccetto al massimo qualche
punto — come una trasformazione del piano complesso, cioé cma specie di “deformazione” che
“sposta” i punti del piano complesso. Ad es. la funzidifg) = —zriflette i punti sul piano rispetto
all'origine, mentre la funziond (z) = z, cambiando segno alla sola coordingtaiflette i punti del
piano complesso rispetto all’'asse reale. Questo modo @reedeometricamente” le funzioni di una
variabile complessa € molto utile e verra utilizzato in cetecessivi.

Esercizio. Quale funzione riflette i punti del piano complesso rispattasse immaginario?

Noi considereremo solo alcune semplicissime trasfornmaziel piano complesso, in quanto si
tratta di un argomento in realta abbastanza avanzato egtoitprofondo che verra trattato alla fine
dei corsi di analisi.

3.1. Trasformazioni lineari
Le trasformazioni linearidlel piano complesssono quelle date da funzioni del tipo:
f(2 =az+b, abeC. (60)

E importante osservare che quest® sono le pit generali trasformazioni lineari del piamoa solo
quelle realizzate mediante operazioni algebriche sui muroeplessi visti come punti del piano.

Sea = 0, abbiamo unarastazione: il punto rappresentato dal numero complegsd sposta nel
puntoz + b. Se poniamd = by + ib”, allora le coordinate che rappresentan@ngono incrementate
rispettivamente di’ eb”.
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Seb = 0 ea € R, alloraentrambele coordinate di ciascun punto vengono moltiplicate per un
fattorea: chiaramente se € a < 1 si tratta di unaonTrAzIONE, Sea > 1 Si tratta di UN&sPANSIONE,
sea = 1 non cambia nulla, s& = 0 tutti i punti vengono mandati nell’origine (e non abbiammdue
una “buona” trasformazione del piano...) mentrease0 la nostra trasformazione € la composta di
z— —zediz— (-a)zcon-a > 0, cioé la composta di una dilatazione o espansione composta
una riflessione.

Siaorab=0,a€ C, |a = 1. Intal casa = cosf + i sind e quindi la moltiplicazione pea, per la
formula di De Moivre, rappresenta urarazione di un angolod nel piano complesso.

Il caso general@z + b pud essere ricondotto alla composizione dei casi precegemendoa =
|al - (cos arga + i sin arga) e dunque alla composizione di una traslazione — determitett —, di una
dilatazione — determinata ¢ — e di una rotazione — determinata daarg

3.2. Trasformazioni lineari-frazionarie

Le TRASFORMAZIONI LINEARI-FRAZIONARIE SONO le trasformazioni del piano complesso realizzate dzdni della

forma:
az+b

cz+d’
dovead-bc # 0 (altrimenti la frazione si semplificherebbe in una cogamtjuanto numeratore e denominatore

f(@ = (61)

sarebbero proporzionali).
Linversa di una trasformazione lineare-frazionaria éamadineare-frazionaria ed &€ molto facile da calcolare.
Infatti, ponendq@ = (az+ b)/(cz+ d), abbiamo:

cZ +d; =az+b, (62)
da cui:
(ct—a)z=-d¢ +b, (63)
e quindi:
. L) (64)
c—a

Si osservi che sad = bcallora & impossibile passare dalla (63) alla (64) perchéspa’ dalla (63)!
Tali trasformazioni sono importanti per una quantita dieag tra cui la seguente.

Teorema 2. L'insieme di tutte le rette e di tutti i cerchi nel piano corag$o € trasformato nell'insieme di tutte
le rette e di tutti i cerchi sotto I'azione di una trasformaae lineare-frazionaria.

In altri termini, data una retta o un cerchio qualsiasi nehpi complesso, se facciamo agire su di esso una
trasformazione lineare frazionaria, otterremo di nuovma retta o un cerchio.

Dimostrazione.Dobbiamo innanzitutto scrivere I'equazione generaleadedtta e del cerchio nel piarmmm-
plesso cioé usando non le coordinatey ma la “coordinata complessa”
Una retta nel piano complesso puo essere scritta come:

Bz+pz+y =0, (65)
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doves =B +iB” € C ey e R. Infatti Bz + Bz = 2 Ref3z) = 28'x — 28"y e quindi abbiamo proprio I'equazione
di una retta. L'equazione in un cerchio@hinvece é data da:

aZz+Pz+Bz+y =0, (66)

dovee, y € R e € C; basta infatti tenere conto chie = |7° = x? + y2. Ora, osserviamo che la (66) & pil
generale della (65), che altro non é che il caso0 della (66). Quindi per dimostrare I'asserto basta dinawetr
che qualsiasi curva sul piano complesso di equazione (66hti, dopo I'applicazione di una trasformazione
lineare-frazionaria, una curva del medesimo tipo, con adificienti.

Poniamo allora:
az+b

~cz+d’
la cui inversa € data dalla (64). Sostituendo dunque la (& (66) otteniamo:

(67)

—dZ+b\(-di+b -d+b —(-di+b 3
c{—a)(c&—a)+ﬂc§—a +ﬂ(c{—a)+7_0:'
= a(=d{ + b)(—d{ + b) + B(=d{ + b)(c{ — @) + B(-dS + b)(cd — @) + y(c{ — a)(c{ — &) =

= GZ+Br+BL+7=0, (68)

a/ZZ+BZ+BZ+y=a(

dove:

& = d?a — gcd - bad — ycC € R,

B = —adb + Bda + BcE — yca e C, (69)

% = abb — pba - pba+ yaa € R.
Abbiamo dunque ottenuto cheella nuova variabileZ, I'equazione del luogo geometrico ottenuta & ancora
I'equazione di una retta o di un cerchia seconda che = 0 0 meno. m|

Ovviamente non & detto un cerchio si trasformi in cerchio iea netta si trasformi in retta: abbiamo solo
ottenuto che unal'insieme di tutte le rette e cerchi si trash nell'insieme di tutte le rette e cerchi, con possibili
“scambi”.

Esercizio. In cosa si trasformano gli assi coordinati nel piano congaes
Im(2 =0, Re@ =0
sotto I'effetto della trasformazionge= 1/2?

Esercizio. Determinare in cosa si trasforma I'asse reale sotto |'aztella trasformazione:

Z+i

[="" (70)

z—i
Esercizio. Determinare in cosa si trasforma I'asse immaginario sttdne della trasformazione:

_z+1

{=-—7 (71)

Esercizio. Determinare in cosa si trasforma il cerchio unitgzje= 1 sotto I'azione della trasformazione (71).
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3.3. Altre trasformazioni del piano complesso

Lo studio delle proprieta geometriche di altre trasforroazdel piano complesso, sia pure restringen-
dosi alle semplici operazioni viste fino ad ora (potenzeicipé relativamente complicato, anche se
risulta molto utile in una quantita di problemi pure legatiapplicazioni concrete dell’Analisi Mate-
matica, ad es. nei problemi di elettrostatica nel pianotadaw il loro studio viene rimandato alla fine
dei corsi di Analisi Matematica.
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